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首先 要 说 明 的 是 本 书 的 署名 是 以 年 龄 大 小 为 序 的 第 一 作者 仅 
因 年 长 几 岁 ， 姜 琴 波 排 在 最 后 ， 因 为 她 最 年 轻 . 

严 志 达 院 士 生 前 对 我 们 的 研究 给 予 了 充分 的 理解 、 支 持 和 帮 
Bh, 并 为 本 书写 了 推荐 . 但 我 们 未 能 来 得 及 将 此 书 呈 他 审阅 批评 、 
指正 ， 是 我 们 的 最 大 遗憾 . 

理解 、 支 持 和 帮助 我 们 从 事 完 备 李 代数 研究 的 还 有 陈省身 、 段 
学 复 、 聂 灵 沼 及 万 哲 先 等 先生 ， 我 们 也 从 王权 平 、 许 以 超 等 先生 及 
许多 同行 那里 得 到 帮助 . 因为 有 了 这 许多 的 帮助 我 们 才能 克服 种 种 
困难 将 研究 工作 持续 到 如 今 . 在 此 我 们 愿 以 此 书 向 他 们 表示 衷心 的 
感谢 . 

目前 越 来 越 多 的 人 , 特别 是 从 事 李 代数 研究 的 年 轻 人 对 完备 他 
代数 产生 了 兴趣 ， 和 希望 对 它 作 一 个 比较 系统 的 介绍 . 这 本 小 册子 如 
能 对 读者 有 所 助 益 ， 则 是 我 们 的 最 大 满足 这 本 书 对 我 们 来 说 ， 不 
仅 是 对 前 一 阶段 工作 的 回顾 , 也 是 一 个 再 学 习 、 再 创造 的 过 程 . 我 们 
对 读者 的 希望 ， 则 是 多 批评 指正 ， 因 为 这 是 对 我 们 的 最 大 的 帮助 ， 
最 大 的 促进 . 

国家 自然 科学 基金 和 高 等 学 校 博 士 学 科 点 专项 科研 基金 的 资 
助 ， 科 学 出 版 社 编辑 先生 的 辛勤 劳动 也 是 作者 要 衷心 感谢 的 . 我 们 
还 要 感谢 任 斌 先生 和 王立 云 女 士 在 百 忙中 对 书稿 做 了 校对 
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引 论 


如 所 周知 ， 有 限 维 李 代 数理 论 中 ， 单 (REA) 李 代数 ， 可 解 
李 代数 和 和 军 零 李 代数 一 直 是 人 们 关注 的 中 心 ， 而 单 CEM) 李 代数 
是 了 解 得 最 透彻 的 . 

最 近 10 几 年 ， 完 备 李 代数 被 越 来 越 多 的 人 所 注意 . 如 果 一 个 
李 代数 g 的 中 心 为 零 (M Clg) = {0}) 所 有 导 子 都 是 内 导 子 《 即 
Derg = adg), 则 称 为 完备 李 代数 (complete Lie algebra). 完 
备 李 代数 的 概念 来 源 于 完备 群 的 概念 ， 一 个 群 称 为 完备 群 (com- 
plete group), 如 果 其 中 心 为 入 元， 所 有 自 同 构 为 内 自 同 构 ， 完 备 
群 的 概念 出 现 于 30 ER, 完备 李 代数 的 概念 出 现 于 40 年 代 . 四 五 
TER, 一 些 著名 的 李 群 李 代 数学 者 都 对 这 类 代数 进行 过 研究 ， 并 
将 完备 群 的 一 些 重要 结果 移植 到 完备 李 代数 上 . 特征 零 域 上 的 半 单 
李 代 数 (一 般 域 上 ， Killing 型 非 退化 的 李 代数 ) 是 完备 李 代数 . 
除 此 之 外 ， 当 时 所 知道 的 完备 李 代 数 密 密 无 几 ， 人 们 对 完备 李 代 数 
的 重要 性 , 以 及 对 其 本 身 的 认识 都 很 有 限 . 从 50 年 代 后 半期 到 80 
年 代 的 前 半期 ， 专 门 研究 完备 李 代数 的 论文 是 非常 少 的 . 由 于 李 代 
数 的 导 子 代数 和 李 代数 的 自 同 构 群 密切 相关 ,因此 导 子 代数 一 直 是 
李 代数 理论 中 的 一 个 重要 课题 . 许多 有 关 完 备 李 代 数 的 结果 隐藏 在 
导 子 代数 的 课题 之 中 ， 从 80 年 代 的 后 半期 完备 李 代数 的 研究 又 渐 
趋 活跃 ， 并 取得 一 些 有 趣 的 结果 . 

在 特征 为 零 的 域 上 , 完备 李 代数 包括 了 所 有 有 限 维 的 半 单 李 代 
数 ， 部 分 可 解 李 代数 ， 还 有 了 既 非 半 单 又 非 可 解 的 李 代数 . 

由 于 寡 零 李 代数 的 中 心 非 零 ， 又 有 外 导 子 ， 因 而 等 零 李 代数 不 
是 完备 李 代 数 . 虽然 如 此 ， 完 备 李 代数 和 知 零 李 代 数 仍 有 密 不 可 分 
的 关系 . 事实 上 特征 为 零 的 域 上 的 有 限 维 完备 李 代数 都 是 寡 零 李 代 
数 的 全 形 的 子 代 数 . 

域 的 特征 为 p(> 0) 与 特征 为 零 则 有 很 大 的 不 同 . 此 时 有 的 单 
李 代数 不 一 定 是 完备 李 代 数 ， 当 然 Killing 型 非 退化 的 单 与 半 单 李 
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代数 仍然 是 完备 李 代 数 . 完备 李 代 数 是 否 为 星 零 李 代数 的 全 形 也 是 
不 清楚 的 问题 . 

Killing-Cartan 定理 指出 特征 为 零 的 域 上 的 有 限 维 李 代数 是 
半 单 李 代 数 的 充分 必要 条 件 是 它 可 以 分 解 为 单 理想 的 直 和 , 而 且 除 
这 些 单 理 想 的 次 序 外 ， 这 种 分 解 是 唯一 的 . 这 个 定理 说 明 ， 半 单 李 
代数 的 研究 可 归结 为 单 李 代数 的 研究 . 这 个 定理 的 证 明基 于 特征 为 
零 的 域 上 的 半 单 李 代数 的 等 价 条件 是 其 Killing 型 非 退 化 . 

Killing 型 退化 的 李 代数 这 种 证 明 就 行 不 通 了 ， 特别 特征 为 
p(> 0) 的 域 上 的 半 单 李 代数 就 没有 相应 的 定理 ， 因 而 ， 域 的 特征 
A p> 0) 时 ， 半 单 李 代数 的 研究 不 能 归结 为 单 李 代数 的 研究 . 

在 80 年 代 后 半期 证 明了 : 无 论 域 的 特征 为 何 ， 有 限 维 完备 李 
代数 都 可 以 分 解 为 单 完 备 理想 的 直 和 ,而 且 除 这 些 单 完 备 理想 的 次 
序 外 ， 这 种 分 解 是 唯一 的 . 所 谓 单 完备 理想 是 指 这 些 理 想 本 身 是 单 
完备 李 代 数 ， 而 单 完 备 李 代数 是 不 可 分 解 的 完备 李 代 数 ， 或 等 价 地 
说 ， 其 非 平凡 理想 都 是 不 完备 的 . 这 个 结论 说 明 ， 完 备 李 代数 的 研 
究 可 归结 为 单 完备 李 代数 的 研究 . 分 解 存 在 性 的 证 明 并 不 难 . 利用 
SRK g 的 g 自 同 态 的 性 质 可 以 证 明 如 果 一 个 李 代 数 的 中 心 为 
零 ， 又 分 解 为 不 可 分 解 的 理想 的 直 和 ， 则 这 种 分 解除 这 些 理想 的 次 
序 外 是 唯一 的 . 将 此 结论 用 于 完备 李 代数 则 为 完备 李 代 数 的 分 解 唯 
一 性 . 

由 完备 李 代 数 的 分 解 及 其 唯一 性 的 结论 也 可 以 导出 特征 为 零 
的 域 上 的 半 单 李 代 数 的 分 解 唯一 性 . 

特征 为 零 的 代数 闭 域 上 的 完备 李 代 数 的 Levi 分 解 


9 三 5 十 4 十 mm 
这 里 s, Tt 二 4 十 n,n 分 别 是 g 的 Levi 子 代数 ， 根 基 和 极 大 宕 零 
理想 . 

不 仅 如 此 ， 而 且 n 是 约 化 李 代数 5 十 a 的 模 ， 这 个 模 当然 是 
完全 可 约 的 . Heb 是 5 的 Cartan 子 代数 ， 则 日 +a 是 g 的 极 
大 环 面子 代数 . 此 时 g 对 日 十 a 的 根子 空间 分 解 

g = hiai 》 ga, 


acA 


这 里 ga 满足 
[A +t, gz] =a(h+t)z, Vh+teh+a, re ga. 


我 们 可 以 看 出 ， 完 备 李 代数 的 这 种 分 解 与 半 单 李 代 数 对 Car- 
tan 子 代 数 的 根子 空间 分 解 极 其 相似 . 也 与 半 单 李 代 数 一 样 ， 可 以 
由 此 分 解 得 到 完备 李 代数 的 许多 精细 的 性 质 . 因此 这 是 完备 李 代数 
中 重要 结果 之 一 . 

例如 ， 虽 然 完 备 李 代数 的 Killing 型 可 能 是 退化 的 ， 但 在 极 
大 环 面 上 的 限制 是 非 退 化 的 ， 可 将 极 大 环 面 与 其 对 偶 空 间 等 同 . 
Killing 型 在 根系 生成 的 实 空间 上 也 是 正定 的 . 也 可 利用 这 种 正定 
性 来 判断 完备 李 代 数 何 时 是 单 完 备 的 . 

由 于 完备 李 代数 与 其 导 子 代数 (等 于 内 导 子 代数 ) 同 构 ， 故 完 
备 李 代 数 一 定 是 代数 李 代 数 . 

从 这 里 我 们 可 以 看 到 ， 代 数 李 代数 理论 ， 雷 零 李 代数 理论 ， 约 
化 李 代 数 及 其 表示 理论 在 完备 李 代 数 的 研究 之 中 都 大 有 用 武之 地 . 

有 一 段 时 期 完备 李 代 数 的 发 展 处 于 停顿 ,当初 所 知道 的 半 单 李 
代数 之 外 的 完备 李 代数 太 少 是 原因 之 一 . 随 着 李 代 数理 论 的 发 展 ， 
到 80 年 代 后 半期 ， 所 知道 的 完备 李 代 数 日 益 增 多 ， 完 备 李 代数 的 
一 般 理论 也 就 随 着 发 展 起 来 了 . 

首先 , 在 80 年 代 后 半期 知道 了 复 半 单 李 代数 的 Borel 子 代数 
和 抛物 子 代数 是 完备 李 代数 , 而 且 它 们 为 单 完 备 李 代数 当 且 仅 当 它 
们 是 单 李 代数 的 Borel 子 代数 和 抛物 子 代数 . 

其 次 ， 从 90 年 代 初 又 有 了 一 些 构造 完备 李 代数 的 方法 ， 如 构 
造 竹 零 根基 为 交换 李 代 数 , 或 交换 李 代 数 与 Heisenberg 代数 的 和 
的 完备 李 代 数 ， 构 造 极 大 秩 的 可 解 完备 李 代数 ， 构 造 某 些 非 极 大 秩 
的 可 解 完 备 李 代数 等 等 . 

第 三 ， 从 某 些 无 限 维 李 代 数 ， 如 广义 Kac-Moody 代数 及 其 
子 代 数 ， Virasoro 代数 等 等 也 可 以 构造 出 完备 李 代 数 . 

第 四 ， 由 一 些 李 代数 的 导 子 代数 ， 全 形 ， 全 形 的 导 子 代数 等 也 
可 以 得 到 完备 李 代 数 . 

对 完备 李 代 数 的 研究 也 加 深 了 对 李 代 数理 论 的 一 些 基 本 问题 
的 理解 . 例如 ， 从 完备 李 代数 理论 可 以 知道 ， 任 何 有 限 维 单 李 代数 
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的 导 子 代数 一 定 是 单 完备 李 代数 . 在 特征 为 p(> 0) 的 域 上 存在 单 
李 代 数 是 非 完 备 的 . 但 它 的 导 子 代数 是 单 完备 的 ， 还 可 以 证 明 也 是 
半 单 的 ， 当 然 不 是 单 的 . 特征 为 p> 0) 的 域 上 半 单 李 代数 的 研究 
不 能 归结 为 单 李 代数 的 研究 . 

总 之 , 完备 李 代 数 是 李 代 数理 论 中 一 个 内 容 非 常 丰富 的 分 支 ， 
也 是 一 个 重要 的 分 支 . 它 的 研究 虽然 取得 了 很 多 重要 的 成 果 , 但 远 
远 没 有 完成 ， 看 来 也 不 是 短期 就 可 以 完成 的 . 然而 可 以 预期 今后 在 
完备 李 代数 的 结构 ， 分 类 ， 实 现 ， 表 示 ， 子 代数 等 方面 以 及 完备 李 
代数 与 李 群 ， 微 分 几何 等 分 支 的 联系 等 方面 都 会 有 很 大 的 发 展 . 

本 书 我 们 以 李 代 数 知 识 为 基础 来 介绍 完备 李 代 数 ， 也 便 更 多 的 
人 可 以 阅读 . 

HX, 如 果 以 代数 群 与 代数 李 代 数 的 观点 研究 完备 李 代 数 不 仅 
可 使 许多 证 明 简 单 得 多 ,而且 可 以 得 到 更 深刻 更 丰富 的 成 果 . ER 
平 先生 在 此 方面 有 独到 的 建树 . 

另外 , 值得 一 提 的 是 , 一 些 法 国 数学 家 , 如 E. Angelopoulos, 
S. Benayadi, G. Favre 和 R. Carles 等 ， 也 对 完备 李 代数 作 过 
不 少 研 究 . 不 过 ， 他 们 主要 对 满足 完满 (perfect) 条 件 


lg, g =g 


( 即 其 导 代数 等 于 本 身 ) 的 完备 李 代数 进行 了 讨论 

也 有 将 李 代数 的 上 同调 用 于 完备 李 代 数 的 讨论 的 . 

还 有 一 些 学 者 , 将 完备 李 代 数 的 一 些 概念 、 结 果 推 广 到 李 超 代 
数 上 ， 而 得 到 完备 李 超 代数 的 概念 及 相应 的 结果 . 

我 们 不 想 涉 及 这 些 内 容 ， 有 兴趣 的 读者 可 参阅 书后 相应 的 参考 
文献 . 我 们 这 本 小 册子 只 是 向 读者 介绍 完备 李 代数 的 一 些 基本 的 结 
果 ， 并 不 打算 也 不 可 能 将 完备 李 代 数 的 所 有 结果 都 包括 进去 


第 一 章 ”准备 知识 


本 章 论述 研究 完备 李 代 数 时 经 常用 到 , 但 并 非 在 每 本 李 代数 的 
教科 书 上 都 可 以 找到 的 一 些 基本 事实 . 


§1.1 李 代 数 的 Levi 分 解 


以 t 表示 有 限 维 李 代数 g 的 根基 ， 即 g 的 极 大 可 解 理想 ， 以 
n 表示 9 的 极 大 军 零 理想 ， 则 以 下 一 些 结果 成 立 . 

(1) #0, n 分 别 为 9g 的 可 解 , RS, Wry, Cr, ny C 
n. 

(2) # g1 为 9 的 真理 想 ， 则 g/g 为 半 单 李 代数 当 且 仅 当 
g1 >t. 

特别 ， 如 果 g 不 是 可 解 李 代数 ， 则 g/t 是 半 单 的 . 

(3) v, n A g 的 伴随 模 g OTH, H 


le, t] Cn, fg, t] Cn. 


或 者 用 模 的 语言 Arran g-rCn. 

为 方便 起 见 ， 以 下 假定 李 代数 g 的 基 域 F 的 特征 为 零 . 

引 理 1 Kg At, HAM OK, 则 有 8 的 半 单 子 代数 5 
使 得 

g=stt 
为 空间 直 和 . 

证 (1) 由 于 [t, t], Clo) 均 为 g 模 rt WFE, AmA 
[r, d = 0, Clg) = 0 或 C(g) = rt. 4 C(g) = t m, 
dimt=1. 4 dimt >1 8, C(g) =0. 

(2) 以 W 表示 g 的 所 有 线性 变换 构成 的 线性 空间 ， 则 由 下 
式 

x- A = (adr)A — A(adz), rEg, ACW 


定义 的 g EW 上 的 作用 使 W RA gt, mH 
P= {fadzlz € r}, 
R= {A € WIA(g) Cr, Al = MA)id:} 
均 为 人 的 子 模 ， 且 满足 
PCQCR, dimR=dimQ 41, t- RCP. 


(3) 由 (2) 中 结果 知 ， 在 商 模 R/P, Q/P 上 的 作 月 是 平 
凡 的 ， 因 而 可 定义 g/t 在 R/P 与 Q/P 上 的 作用 ， 使 它们 成 为 
g/t. 由 于 g/t 是 半 单 的 ， 因而 在 R/P 中 有 Q/P 的 一 维 补 子 
模 F Ao, ix Ag € R, 入 ( 40) Æ 0, Ao 为 Ao 在 商 空 间 R/P 
中 对 应 的 元 素 . FE FA 为 平凡 g/t 模 ， 也 是 平凡 GH. 即 有 


g: Ao CP. 
因而 g-A 为 PWR. TH, BE 
z: Ag = —X(Ap)ada, Var € r. 


于 是 
g: Ap =P. 


(4) 4 C(g) = 0 时 ， 易 证 t, P 为 同 构 的 g 模 ， 令 
s = {y € gly Ao = 0}. 
显然 5 为 9 的 子 代数 ， 而 且 
dim g — dim t = dims, SNr =Q. 


于 是 g 二 str, s ~ g/r 是 半 单 的 . 
当 C(g) #0 m, 此 时 C(g) 二 +t 是 1 维 的 ，9 与 + 均 
为 g/t 模 . 由 g/t 半 单 ， 知 有 的 补 子 模 5, 使 得 g 二 ste. 由 
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tg 二 0, 知 5 也 是 g 模 ， 即 为 g 的 理想 Fe g=sOr AM 
想 直 和 . 5 是 半 单 的 . 口 
推论 # C(g) = , W g 有 理想 直 和 分 解 


g=C(g) 8 [g, gl, 


其 中 [g，9] 是 g 的 半 单 理想 . 口 

定理 2 设 g 是 非 可 解 李 代数 ， 则 存在 g 的 半 单 子 代 数 5 使 
得 

g=sit (1.1.1) 

为 空间 直 和 分 解 . 

证 At 是 单 g 模 时 ， 定 理 成 立 . 特别 ， dimrt =1 H, € 
理 成 立 . 对 dimt 用 归纳 法 . 

车 t+ 不 是 单 g 模 , Ru Ar 的 非 平 凡 子 模 FE t X gi 
理想 ， 且 r/r 为 g/t, 的 根基 .注意 到 dimtr/r < dimt, 由 此 
知 有 g/t, 的 半 单 子 代数 5 使 得 


g/t, = §+rt/t. 


因而 在 g 中 有 唯一 的 子 代数 g 使 得 gi D t, g/t = 5. 这 时 
zl 为 91 的 根基 . 由 dimt < dimtr, MA g 的 半 单 子 代数 5 使 
得 g =s+t,. 因而 
g = s+t. 口 
9 的 分 解 (1.1.1) 称 为 Levi 分 解 ，5 KA 8 的 Levi 子 代 
数 . 
以 Autg 表示 李 代 数 g 的 自 同 构 群 ， 义 表示 由 


{expadz|z € n} 


生成 的 Autg 的 子 群 ，T 表示 g 对 于 分 解 (1.1.1), 在 5 上 的 投 
影 . 
引 理 3 设 $1 是 g 的 半 单 子 代数 ， 则 


SC stn, 


E A($1) 与 $, 同 构 . 
证 由 于 5 半 单 ， 因 而 
sı = [$1, $1| 
C [s+t, s+r] 
= [s, s] + [g, t] 


显然 ， ker nls, =s, Nkerr =s; Nr=0. KR rja 是 一 一 的 . 
而 TT 是 g 到 $5 上 的 同 态 映 射 , 因而 T(sl) 与 5) AHK. O 

定理 4 设 5 为 李 代数 g 的 Levi FRÆ. s, X g 的 一 个 
XAFRA, MWEE OEA 使 得 


O(s) Cs. (1.1.2) 


“ =” 成 立 ， 当 且 仅 当 $1 也 是 Levi FRÁ. 
证 ”我们 用 归纳 法 证 明 ， 存 在 0 E QW 使 得 


0(s1) Cs +n), 
“en on k=O 时 ， 由 引 理 3 MAR. HR 时 成 立 ， 
此 时 不 妨 设 
s CS 十 nt 
PAn 表示 g 关于 分 解 (1.1.1) 在 s 上 的 投影 ， 于 是 由 
rey [r(z)， yl, rE $1, Y € mnt) 
定义 的 在 nt 上 的 作用 使 n( 成 为 51 模 ， ne+D 为 子 模 . 
上 且 XY 一 (ZX) en, Vr es. & m % n™ By n/t 上 
的 自然 映射 ， 于 是 


f(z) = m(z — (2)), rE si 


为 51 到 nto/nts+2) 的 线性 映射 ， 且 满足 
f([z, yj) =a: fly)- y: f(x), Vz, Y € 51， 
由 Whitehead 51% ([28], p.77) mA z E nk) 使 得 
f(z) =a2-m(z), TEs. 
Bp 
x —n(z)— [nz), z] En), Yr € s4. 
hoz en), 知 adz BE, 0 = expadz € %, H 


O(a) =x + [z, m(x)] + [z, £ — r(x) + 5 [z, J] + 


= n(x) + (x — r(x) — (r(x), z]) (modn®*”) 
r(x) (modntk+D)， 


故 0(51) C 5 十 nte+D， 

由 于 n 是 篆 零 的 ， 故 及 充分 大 后 n = 0, 因而 bls) Cs. 

由 (1.1.2) 及 Levi ene 5, 4 Levi FRESHA 
当 0(51) = = §. 

此 定理 称 为 Levi 子 代数 的 共 罗 定理 , 即 任何 两 个 Levi + 
Be HH 

g 是 特征 零 的 代数 闭 域 上 的 有 限 维 李 代数 . 于 是 g 有 Levi 分 
解 (1.1.1). 

S HRA REBAR n 称 为 g 的 nil 根基 ( 见 [28]). 

我 们 知道 李 代数 g 的 线性 变换 D 若 满足 


D(z, yl) = (Dz, y] + (x, Dy], Yz, y € g, 


则 称 为 g 的 一 个 导 子 . 所 有 导 子 的 集合 Derg 构成 一 个 李 代 数 ， 
BA g 的 导 子 代数 . 对 于 rEg, 决定 g WSF adr mt: 


adz(y) = (x, y], Vy € g 


RA 9 的 一 个 AST. 所 有 内 导 子 的 集合 adg 是 Derg 的 理想 . 
而 且 
adg ~ g/C(g). 

EBS RERA g 是 李 代数 g1 HEW Xr, n 为 9 的 根 
基 ， nil #2, ti, nl 为 gi 根基 ， nil MH. 则 有 以 下 结果 . 

(1) t=gNy,n=gNn; 

(2) WD € Derg, D(t) Cn. 

iE 见 [28] Ch M, §6, 定理 7. o 

从 此 定理 ， 可 得 g 的 理想 


n = [g, Nrt= [g, t] En. (1.1.3) 
称 no 为 g 的 WERÆ(nilpotent radical) ( 见 [22]). BR, Mo 
是 g™ = [g, g] 的 根基 . 
E g 是 可 解 李 代数 ，n HH nil 根基 ， 则 


D(g) Cn,vD € Derg. 
81.2 李 代数 的 导 子 代数 


下 面 我 们 假定 g 是 有 限 维 的 ， 而 且 其 基 域 PF 的 特征 为 零 . 为 
证 明 简单 起 见 ， 进 一 步 假 设 PF 是 代数 封闭 的 . 
定理 1 设 DE€ Derg, WA 


D= Ds 十 Dy, 
这 里 D,, D, € Derg, 且 均 为 D 的 多 项 式 ， D: EAW, Da 
REEHW. 进一步 ,车 D= Di + D, Di, Do 分 别 是 半 单 的 与 
#26, E DiD = D2D,, W Di = D,, Da = Dn. 
证 R D 的 最 低 多 项 式 为 
F(A) = (A = ADEA = A2) (A= Aa). 


A f(A) = FAA — 入) 所, 因而 有 gi( 入 ) 使 得 
户 (A)9i( 和 X) =i (mod(A 一 Ap"). 


pA) = » Afi) Gi), 


g(r) = à — pir). 
因而 (A — A,)* \(p(A) A). 设 9 对 DD 的 根子 空间 分 解 为 


8 = ga (D) + 8a (D) + .+ ga, (D). 


显然 ， 任 何 ga(D) 都 是 Ds = p(D), Da = q(D) 的 不 变 子 空 
间 , 且 (D,—Ajid)gy,(D) = 0. i D, 是 半 单 的 ， Pig (D) = 
(D — D,)*gy,(D) = (D — Aid)" g),(D) = 0, 于 是 Dn BH 
FRH. 

#& D = Dı + Dz, D:D = D2D,, W Di, Da BS DF 
H, 因而 都 与 Da, dD, WR, 故 D, = Di 一 D2 = Dn 既是 半 单 
W, ERF. 于 是 Di = Da, Da = Dy. 

由 于 De Derg, 容易 证 明 


lga; (D), ga (D) E gor;(D). 
车 rE ga,(D), y € gr,(D), WE 
D, (|z, y)) = (À; + Xj)[z, y] = [Dr， y] + [z, Dyl. 


于 是 D, € Derg, Da = D — D, € Derg. 口 
为 了 进一步 了 解 Derg 的 结构 ， 需 用 下 面 定理 . 
定理 2 Kg 是 线性 变换 构成 的 代数 李 代数 .又 设 n eH 
零 线性 变换 构成 的 极 大 理想 ， 则 g 有 空间 直 和 分 解 : 


g = statn, 
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其 中 a 是 由 半 单 线性 变换 构成 的 交换 子 代 数 ， 5 是 g 的 Levi 子 
代数 ， [s, a] =0, t=atn. 
证 w [24], HI, Ch.V, §4, Prop. 5. 口 
定理 3 Kg 是 有 限 维 李 代数 ， 则 Derg 有 空间 直 和 分 解 


Derg = s+a+n. (1.2.1) 


其 中 5 是 Derg 的 Levi FRR, a 是 由 半 单 线性 变换 构成 的 交 
换 子 代数 ， [5，qj = 0; n 是 由 宪 零 线性 变换 构成 的 极 大 理想 ; 
a 十 n 是 Derg 的 根基 

证 HX Derg 是 线性 变换 构成 的 代数 李 代 数 ， 由 定理 2 和 
定理 3 成 立 . 

分 解 (1.2.1) 称 为 Derg 的 正规 分 解 . 

推论 Derg 的 Levi 子 代数 $ 的 Cartan 子 代数 h 中 任何 
元 素 H 都 是 半 单 的 . 

证 XE, HF gAs, s RAW, “H g mY 
单线 性 变换 . 

EX1 Rg 为 李 代 数 . Derg 的 子 代 数 t 称 为 9 上 

个 环 面 , 如 果 习 是 交换 的 ， 且 其 元 素 都 是 半 单 的 . 

定理 4 七 为 和 上 的 极 大 环 面 ， 当 且 仅 当 存 在 Derg 的 Levi 
FRE 5 使 得 5 门 t 为 5 的 Cartan 子 代数 ， 且 Derg 有 正规 分 
解 


Derg =5+(tM t)+n, 
t=(sNt)t+(tnr). 


证 # b A (1.2.1) 中 $s 的 Cartan FRA, Bt=h+a. 
我 们 证 明 t 是 g 上 的 极 大 环 面 . 设 D 为 9 的 一 个 半 单 导 子 ， 且 
[D, t] =0, 由 分 解 (1.2.1) 有 


D = Dı + D2 + Ds, D1 és, Dz € a, Ds En. 


设 A, €b, H € a, FH [Hi +H, D] = 0 知 有 [Hi, Dy] = 
0. & D, €b, [Hi + H, Ds] =0. 而 [Dı + D2, Ds] = 0. w 
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Dı + Dz, Ds 分 别 为 D 的 半 单 与 寡 零 部 分 ， 但 D 是 半 单 的 . 故 
D3=0. Am DEt, EtA g 上 的 极 大 环 面 . 

反之 , 车 {为 g 上 的 极 大 环 面 ， 则 由 [33] 的 推论 4.2 MA 
Derg 的 Levi FRÆ 5 使 得 5 门 t 为 $ Cartan 子 代数 . 


t=(sMt)t+ (Nr), 


且 
Derg = s+(t N r)+n 


为 正规 分 解 . a 

我 们 知道 , FOE Autg, t» g 上 的 一 个 极 大 环 面 , 则 Oto- 
也 是 一 个 极 大 环 面 ， 可 以 证 明 ,， 车 t, CRE g 上 的 极 大 环 面 ， 则 
# 0 € Autg 使 得 { = 00-7. 

定义 2 ”车 李 代数 g 的 导 子 代数 Derg 的 正规 分 解 (1.2.1) 
中 5 十 gq 二 0, B Derg 中 元 素 都 是 军 零 的 ， 则 称 g 为 SENT 
李 代 数 . 

E 9 为 特征 第 零 李 代数 , Wg VARFERA, 因而 C(g) # 
0, Derg # adg. 

Bll 设 g 是 8 #ERM, Hai, v2, ..., ce 满足 下 列 关 


系 : 
lzi, x 2| = T3 {zi, Zal = T4, [zi， Z4] = 05, 
[zi1, z5] = ze, [zu £e] = Z7， [zi1, £7] = zs， 
[as £3] = T5 [x2 ，24] = T6, [r2, Ts] = T7, 
[£2 ze] = 2zs， [zs 7Z4] = 一 Z7 十 Z8， [za， T5] = — z8. 


a In, zj] =0, #i+j>8. 
则 g BERS RH ( 见 [22]). 


81.3 李 代数 的 扩张 及 全 形 


定义 1 ka, b, g MAME 上 的 李 代 数 . 若 有 g 的 理想 
n 与 a 同 构 ， 而 g/n 与 b 同 构 ， 即 有 短 正 合 序 列 


0 — a — g — b — 0, 
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则 称 g 为 通过 a 的 扩张 , n 称 为 扩张 核 . 车 有 n 在 g 中 的 补 子 
空间 为 g 的 子 代数 (理想), 则 称 此 扩张 为 非 本 质 (平凡 ) 扩张 . 若 
nC C(g), 则 称 此 扩张 为 中 心 扩张 . 

定理 1 在 李 代数 g 及 其 导 子 代数 Derg 的 直 和 


b(g) = Derg+g 
中 定义 插 积 运算 如 下 
[Di +21, Do + z2] 
= [Di1, D2] + Dizz — Dox, + [z1, zə), 
Dı, Dz € Derg, z1, Xo E g, 


其 中 等 式 右 边 [Di, Del, [zli，za] 451A Derg, g 中 括 积 ， 则 
b(g) 为 李 代数 ， 且 为 Derg 通过 g 的 非 本 质 扩张 . 

b(9) KA g 的 全 形 . 

证 ”直接 计算 可 验证 blg) 为 李 代 数 ， 由 于 [Derg, g] C g, 
故 g X h(g) 的 理想 ， 而 且 Derg 为 b(g) 的 子 代数 ， 故 blg) 为 
Derg 通过 g 的 非 本 质 扩张 . DO 

B 设 a 为 交换 李 代数 ， 则 Dera = gl(a)， 于 是 h(a) = 
gl(a)+a. 

40% Derg 的 子 代 数 , 则 0 十 g 为 b(g) 的 子 代数 , HAD 
通过 g 的 非 本 质 扩张 . HH, O= 为 9g 上 的 极 大 环 面 时 ，t+g 
是 b(g) 的 子 代 数 ， 当 g 为 寡 零 李 代数 时 ， 这 个 李 代数 有 较 好 的 性 
质 . 

引 理 2 设 g 为 雷 零 李 代 数 ，。 为 g 的 子 空间 ， 满 足 g 一 
c 十 [g，g]. W g h c 生成 ， 且 g 的 极 小 生成 元 组 所 含 元 素 个 数 为 
dim c. 

证 设 V 为 g 的 子 空间 . $ V° = V, VER [V, VEN 
成 的 子 空间 . 由 g ES, WA n 使 得 g*”! AOD, g? 二 0. 由 于 


g = c 十 [g，g] = ctg’, 
则 由 归纳 法 可 得 


gt = cf gt., 


因而 gt = et. 再 由 归纳 法 可 知 


g=cte tHe. 


即 g 由 上 生成 . HF ¢O([g, g| = 0, Mc 的 基 为 g 的 极 小 生成 
元 组 . 口 

定理 3 设 由 为 特征 为 零 的 代数 闭 域 上 的 寡 零 李 代 数 ，{t 为 
n 上 的 极 大 环 面 . 则 有 以 下 结果 : 

(1) g=tin 为 可 解 李 代数 ; 

(2) n 对 七 有 根子 空间 分 解 


n= > Te, 


aet* 


其 中 
na = {x En|[t, z] = a(t)z, Vt € t}; 


(3) ”存在 n 的 极 小 生成 元 组 {11, 22, ---, In} 使 得 zi E 
Ma;s l<i<n; 
(4) $ A= {a € tna #0}, W 


dimt = rankA < dimn/[n, n] =n. 


证 (1) 由 于 ft 为 Dern 的 子 代数 , 故 g 为 h(g) 的 子 代数 ， 
且 n 为 g 的 理想 .又 g/n 之 t 是 交换 的 ， 故 g 为 可 解 李 代 数 . 

(2) 由 t 的 定义 知 (2) 成 立 . 

(3) 显然 n EZANA t, 而 [n n 为 子 模 ， 故 有 子 模 c 
使 得 n = ctin, n). c 也 是 完全 可 约 七 模 ， 故 有 上 f 的 基 ， 即 n 的 
极 小 生成 元 组 {21, T2, --+, Cn} 使 得 (3) EX. 

(4) tht D, D, € Dern, 满足 Di = DD 当 且 仅 当 Dy(x;) = 
D(zi), 1 <i<n. FRET ELT =0 ERÄ [T, zi] = 
0, 1l<i<n. 因而 


dimt = rank{ay, a2, ---, Œn} = rankA <n. 
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即 (4) 成 立 . 口 
我 们 称 寡 零 李 代数 n 上 的 极 大 环 面 t 的 维 数 为 n 的 秩 . 当 
dim t = dim n/[n, n] 时 ， 称 mn 为 极 大 秩 医 零 李 代数 . 
而 满足 (3) 的 极 小 生成 元 组 {XZ1，X2，**，Xn}】 称 为 对 应 
极 大 环 面 t 的 极 小 生成 元 组 ， 简 记 为 t-msg (t-minimal set of 
generators). 


81.4 抛物 子 代数 


定义 1 EFRA g 的 可 解 子 代 数 ORE g 的 任何 可 解 子 
代数 的 真子 代数 ， 则 称 为 g 的 极 大 可 解 子 代数 或 Borel 子 代 
数 . E g 的 子 代 数 b 包含 g 的 一 个 Borel FRE, M p% g 
的 抛物 子 代 数 . 

自然 ，g 及 其 Borel 子 代数 都 是 g 的 抛物 子 代数 . 下面 两 个 
性 质 是 很 容易 证 明 的 . 

(1) 车 t+ 为 g KRÆ, pA g 的 抛物 子 代 数 ， 则 Pp 2 
进而 g 与 g/t 的 Borel 子 代数 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 . 

(2) N,(6) = b, H+ b X g 的 Borel 子 代 数 ， 即 Borel 
子 代数 是 自 正规 的 . 

事实 上 , 若 ZE No(b),z éb, Wl b+ Fr 为 可 解 李 代数 ， 这 
与 b 的 极 大 可 解 性 矛盾 . g 

以 下 我 们 假定 g 的 基 域 F 是 特征 为 零 的 代数 闭 域 . 

定义 2 Here g FRAYECG AEF, AZO RKEN 
使 得 (ady 一 Aid)*z = 0, 则 称 x 为 g 的 强 (ad) ME. 

下 面 一 些 结果 是 很 重要 的 ( 见 [10, 27]). 

(3) Hx ABH, 则 adr ZAREK, Ali exp adz 为 
9 的 内 自 同 构 .车 以 E(g) 表示 由 {exp adz|z RRFL} ER 
的 Intg 的 子 群 ， 则 E(g) 是 Autg 的 正规 子 群 . 

(4) g 的 Borel (Cartan) 子 代数 在 E(g) F34. EF 
b,, b, (bi, b2) 是 g 的 两 个 Borel (Cartan) 子 代 数 ， 则 有 
0 E E(g) te o(b,) = b; (o(b,) = 9,). 

性 质 4 称 为 Borel (Cartan) FRA Kte. -RE 
先 证 明 Borel 子 代数 的 共 固 性 与 可 解 李 代数 的 Cartan 子 代数 的 
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Stee HE. 然后 证 明 一 般 李 代数 的 Cartan 子 代数 的 共 思 性 . 详细 的 
证 明 可 参看 [10, 27]. 

由 性 质 1, 我 们 知道 讨论 一 般 李 代数 的 抛物 子 代数 只 须 讨 论 半 
单 李 代数 的 抛物 子 代数 . 

定理 1 Hp 是 半 单 李 代数 g 的 抛物 子 代数 ， 则 有 g 的 


Cartan FRÆ b 及 g 对 日 的 素 根系 I = {Qi, a2, t, an} 
的 子 集 Lo 使 得 
p= b 十 5y Ba, 
aEA+U[Io] 
其 中 


[Io] = {a = 》 kia; € AJE Œi ¢ Ilo, 则 k; = 0}, 
i1=1 
这 里 A, Ay PHA gX 的 根系 ， 正 根系 . 
证 WH A g 的 Cartan FRÆ. g th WHA, ER 
系 ， 素 根系 分 别 记 为 A, AL, M. 容易 证 明 


b=h+ Do go 


CaEA+ 
是 g 的 Borel 子 代数 .由 性 质 4, 可 设 b Cp. 由 此 知 
p= h + 5 Ba, 
acâı 


HpADA, DA. 4 | 
于 是 -Ib C Ab 因而 Tb] NA, C A,N AL. Ma € 
A,NA_, FÆ 

a= 一 》 kiai, k; E€ Z4. 


i=1 
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# ht(—a) = 1, BR a € [InA_. Bit ht(—a) = k—-1 m, 
a € [Ip] N A. 现 设 ht(-—a) =k. FRA a, E H, BE A, 
使 得 

一 CQ = Qio +8, kio Æ 0. 
TÆ, 由 a E Al a, BE Ar, 知 


-DO=aw+oaiEAmnA-_， 


ht(@) =k—1. 


由 于 
一 人 一 -5 kiQi 一 (ki, 一 1)ai,, 
1 天 10 
因而 ki 4 0, a; € Ih. 又 


—a,, 一 aa 二 cecAmnA-. 


于 是 a E [PoljmA-. 至 此 知 Al = [Th] A. 口 

以 后 常 将 由 Z 确定 的 抛物 子 代 数 记 为 Pn 在 Elg) HH 
F, g 的 抛物 子 代数 总 可 以 表示 成 这 种 形式 . 4 Ih = H w, 
Pim) = 9; Io =Ø H, Piro] = 6 X Borel FAR. 
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第 二 章 ”完备 李 代数 的 基本 性 质 


本 章 论述 完备 李 代 数 的 定义 ,一 些 等 价 条 件 ， 特 别 是 完备 李 代 
数 的 分 解 及 其 唯一 性 定理 . 


§2.1 STREH 


完备 李 代数 概念 的 产生 与 完备 群 有 密切 的 关系 . 完备 群 理论 中 
一 个 基本 定理 是 自 同 构 塔 定理 . 李 代数 理论 中 的 导 子 塔 定 理 类 似 于 
群 论 中 的 自 同 构 塔 定理 ， 本 节 讨论 的 李 代 数 均 是 有 限 维 的 . 

定义 1 设 a 是 李 代数 g 一 个 子 代数 . 若 有 g 中 序列 


g = 91> g2>--->g, =a, (2.1.1) 


即 gii 是 gi; 的 理想 ， 则 称 a 是 g 的 次 不 变 子 代数 , 记 为 aag 
或 gPPa. 
引 理 1 设 8 是 一 个 李 代 数 , 且 C(g) = 0. 则 C(Derg) = 0. 
证 设 DEC(Derg). 于 是 


adDz = |D, adz] = 0,Vz € g. 


注意 到 ， ad 是 g 到 adg 的 同 构 上 映射, 因而 Dr = 0, Vr € g. 
于 是 万 = 0. 口 
由 C(g) = 0, 可 将 g 与 adg 等 同 ， 即 将 g 作为 Derg 的 理 
想 ， 又 C(Derg) = 0, 于 是 又 可 将 Derg 作为 它 的 导 子 代数 的 理 
想 ， . 于 是 我 们 可 以 给 出 下 面 的 定义 . 
定义 2 Hg 是 一 个 李 代数 ， 且 C(g) = 0. 令 


Der’g = g, 


Der"g = Der(Der” 'g), (n > 1). (2.1.2) 


则 称 序列 
g < Derg < ° < Derg a- (2.1.3) 


为 g 的 SF#. 
显然 g 是 Derg 的 次 不 变 子 代数 . 
引 理 2 设 a 是 李 代 数 g 的 次 不 变 子 代数 . 则 有 


(1) a = Q) af 是 g 的 理想 即 
i=l 


a” dg, (2.1.4) 
(2) g=" +5, (2.1.5) 
(3) a= +h, (2.1.6) 


这 里 b (相应 h) 是 g (相应 a) WHET AM. 
证 (1) 因为 aqqg, BA g 中 序列 使 得 (2.1.1) 成 立 ， 由 此 


有 

[… [g, al, al---, a] Ca. 

一 一 -一 一 
r-l 个 
于 是 Vk EN, 可 得 
lg, a] C [g, a7t*1] 
C[---[g, a], a]---, al al, ---, al 
Se ree 
r-l 个 kt 
C ak+1 


于 是 (2.1.4) 成 立 . 

(2) #9 REFERA, I g = 0, K h = g, W (2.1.5) 
成 立 ， 一 般 ， 可 以 对 dim g 用 归纳 法 证 明 . 不妨 设 g ES. F 
是 有 z eg, adr EES. FRG 有 子 空 间 分 解 


g=ttp 


使 得 tb 都 是 adz 的 不 变 子 空间 ， 且 adr 在 它们 上 的 限制 分 别 
apie, EW. 由 于 ZE b，adz ERF, k t20, p0. 而 


且 易 证 hb 是 g 的 子 代数 . 由 于 dimp < dim g, KA p HRET 
RED 使 得 

p=p’+b. 
然而 adx(t) = &, RM EC g”. 于 是 


g=t+p=t+p*+h=g° +b. 


(3) 结论 (3) 可 由 (1), (2) 得 出 . o 
引 理 3 设 a 是 李 代 数 g 的 次 不 变 子 代 数 ， 且 
C,(a) = C(g) = (0). (2.1.7) 
则 
Cla“) = C(a’). (2.1.8) 


证 首先 证 明 a= g 时 引 理 成 立 . 此 时 只 要 证 明 C,(g”) C 
C(g”), 或 等 价 地 证 明 


Celg”) E g”. (2.1.9) 
由 引 理 2, 有 g MRETRM h t (2.1.5) 成 立 . + 
gı = C(g”) + b. (2.1.10) 


由 Co(g”) <9, 故 g1 是 g 的 子 代数 ， 因 而 再 由 引 理 2, 有 g 的 
REF RK, 使 得 


gı 三 和 十 bi. 
Ait g =g” +91=9°+97 +i. 1E gf Co”, t 
g=g9 +h. (2.1.11) 


再 证 
Cu(g)mpbi = 0. (2.1.12) 
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由 于 C,(9”)<91, b BREN, 可 归纳 地 证 明 gi C Co(g”) 十 
het! te g? C C(g’). 再 由 (2.1.7) 与 (2.1.11) 知 C(bi) 丫 
Cs(g”) = 0. # (2.1.12) 不 成 立 , 由 Cglg”) 丫 D1 <b: 及 Di % 
F, MA n 使 


b=[---[[Cy(g*) N bi, bi], Bi], +++, bi] Æ 0. 


n-1 个 


但 [b, hi] = 0. FR b C Calg“) Nn C(b) = 0, FH. t 
(2.1.12) 成 立 . 

i r E Calg“). WA r” E gY, 71 E hi E T = r” +r. 
{E ce’ € Calg”). i rı = £- r” E€ Clg”) N bi =0. 于 是 
C,(g”) C g? C g”. 故 (2.1.9) 成 立 . 

Mit a<<g. H Cha) C Cala) = 0, 于 是 


aN Cla”) = Cala”) = C(a”) C a. 


车 Cla) Z a’, 则 Co(a”) Za FH g 的 子 代数 a = 
C,(a”)+a #a, a<<0. 故 Nala) Aa. Rye Na(a yg 
a. WA 

y=z+a, z E€ Ca”), a€a. 
由 此 有 z =y—a E Nala), Zz a. Ai a= a+ Le) Bg 
的 子 代数 ， 且 a<a. 由 [a, z] C an Cla”) M laz, ap] Ca. 
—, WAART a3 Cart. 故 


ay C a”. (2.1.13) 


进而 知 z € Calar) Nag = C,(a¥) Nae = Cy, (a¥). 由 2 Ea, 
ik z £ a = ay. Aiti Ca (09) # C(ay). & C(a2) #0. 但 
C(az) G Cala) = 0. 这 个 矛盾 导出 Cola”) C a”, 因此 引 理 成 
立 . 口 
引 理 4 设 了 是 李 代数 g 的 次 不 变 子 代数 ，a 为 了 b 的 理想 ， 
即 
a <b <44g, (2.1.14) 


而 且 
Cela) = Ca(b) = 0. (2.1.15) 


则 
C,(a) =0. (2.1.16) 


证 由 (2.1.14) 知 有 中 序列 
9=HPO>::-bg1=bo>g =a. 


r=1, 2 时， 引 理 显然 成 立 ， 设 了 三 3, 即 


gbpa. 
故 有 [C,(a), b] Cb 及 
[[Ce(a), b], 可 

C[[C,(a), a], b] + [Coela), [b, al] 

=0, 
因而 

(Cola), b] S Ce(a) = 0. 

故 


C,(a) S C(b) = 0. 


一 般 , 由 归纳 假设 , 因 a <b <<g2，Cotqj =0 及 Culb) C 
C,(b) = 0, A 
Cy. (a) = 0. 


于 是 由 
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[b, Cy(a)] S Cala). 


b <49: <9, 

所 以 
[C,(a), b] C C,(a) 门 g2 = Cg, (a) = 0. 
这 就 意味 着 
Cla) C C,(6) = 0. 口 
推论 k g BERR, AC(g) = 0. ME g 的 导 子 塔 
g < Derg 3... < Derg dd. 

中 对 任何 nn 有 

CDer"g(g) = 0. (2.1.17) 


证 由 Crerg(g) © gl(g) 及 Cpere(g)  gi(g) = 0 知 
(2.1.17) 在 n 二 1 时 成 立 . 对 n 作 归 纳 ， 可 疫 (2.1.17) Xf n i 
立 ， 于 是 由 引 理 4 (2.1.17) n+ 1 RZ. 

定理 5 设 g 是 一 个 李 代 数 ，C(g) =0. 则 yneN 

dim Der"g < dim C(g”) + dim Derg”. (2.1.18) 
进而 ， 存 在 m 使 得 
Der™g = Der™tig 一 … (2.1.19) 


证 由 于 gg 在 Der”g 中 是 次 不 变 的 ， 于 是 由 引 理 2 4 g< 
Der"g, 由 引 理 4 的 推论 知 Cperng(8) = 0. 故 由 引 理 3 知 


Coea(a”) = C(g"). (2.1.20) 


对 任 一 ZE Derg, g” <Der”g 推出 adz 在 g” 上 的 限制 adzx|p。 
是 g” 的 导 子 . 由 下 式 


n(x) = adz|,u 
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定义 的 映射 不 是 Der”g 到 Derg’ HAA. 由 
kerr = {x € Der”g|adz|,. = 0} 
= Cperrg(9”) 
= C(g") 


知 (2.1.18) 成 立 . 
又 由 g 的 维 数 是 有 限 的 ， 故 (2.1.18) 的 右面 是 有 限 的 ， 因 而 
由 (2.1.18) mé m E N 使 (2.1.19) 成 立 . 口 
注 “ 此 定理 称 为 导 子 塔 定 理 , 是 Schenkman 在 1951 年 得 
到 的 ( 见 [45]). 


§2.2 完备 李 代数 


在 上 节 我 们 看 到 在 中 心平 凡 的 李 代数 g 的 导 子 塔 中 实际 只 有 
ARM. MA m 使 (2.1.19) 成 立 . 容易 看 出 此 时 Der™g 的 中 心 
是 平凡 的 ， 它 的 导 子 都 是 内 导 子 . 与 群 论 中 完备 群 的 概念 相 类 比 ， 
自然 会 引进 下 面 的 定义 . 

定义 1 FRR g 称 为 完备 李 代 数 ， 如 果 它 满足 

(1) C(g) = 0， (2.2.1) 

(2) Derg = adg. (2.2.2) 

例 1 特征 零 域 上 的 半 单 李 代数 是 完备 李 代数 . 

例 2 设 g 是 中 心平 凡 的 有 限 维 李 代数 ， 则 存在 mE N 使 
Der™g 完备 李 代数 . 

例 3 2 维 非 交换 李 代数 是 完备 李 代 数 ( 见 [28]). 

在 完备 李 代数 的 定义 中 的 两 个 条 件 是 相互 独立 的 . 

例 4 kV 是 特征 零 域 上 的 Nn 维 线性 空间 . sl(V) BV 
的 迹 为 零 的 线性 变换 的 李 代数 . 在 g= sl(V) 十 V 中 定义 括 积 : 


[Ay + V1, Ag 十 va] = A, Ag 一 AoA) + Aiv2 一 A2vi, 
A, Ag € sl(V); V1, V2 E V. | 


M g 是 一 个 李 代数 . 易 证 C(g) = 0. 而 由 公式 
D(A+v) =v, YAE sl(V), vEV 
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所 定义 的 D 是 g 的 外 导 子 . 


例 5 Ben EH T, T2, T3, Te 生成 的 38 维 李 代数 ， 记 


U = L(z1, £2, £3, z4). n 的 乘法 表 如 下 : 
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t2] Ts 
Z3] = Te 
T6] = Z9 
T7] = £10 
£a] = 必 11 
ze] = T10 
To] = £17 
2Z10] = Tig 
£11] = Tig 
T12] = T20 
To] = Tig 
T10] = Tig 
Z17] = £22 
Z18] = £23 
Z19] = X24 
T20] = T25 
T21] = X26 
Z17] = £23 
Z18] = T4 
Lig] = X25 
T20] = T26 
T21] = £27 
T17] = £28 


[zs, 
[zs, 


[za， 
[za， 
[za， 
[zs, 
[za4， 
[za， 
[za， 
[za, 
[za， 
[ze， 
[ze， 


Z4] = T7 

Z3] = £7 — T5 
z7] = 211 

Tsg] = T12 

zel = 之 13 

Z7] = T14 
| = 120 
Z12] = 221 
T13] = 60734 


Z14] = 30235 
15] = 20236 
T16] = 15237 


£18] = T29 
19] = £30 
£20] = £31 
T21] = T32 
£17] = X29 
Z18| = X30 
T19] = £31 
£20] = T32 
£1] = T33 
Tg] = — T28 
Z10] = 一 X29 


[x7, 
[x7, 


[z7， 
[zs， 


[zs， 


x4] Tg 

T4] = T5 

Tg] = 15 
Te] = X14 
T7] = 215 
zs] = X16 
Z13] = 30235 
T14] = 20736 
15] = 15237 
Z16] = 1273 
£14] = —230 
£49] = —~£31 
T9] = —Lag 
Z10] = — T30 
£41] = —£31 
T12] = —T32 
To] = —T30 
10] = — T31 
2Z11] 一 — T32 
£12] = —T33 


2 
R 
w 
2, 
Il 
8 
w 
a 
= 
kog 
R 
Y 
2, 
j 
| 
8 
Co 
N 
E 
x 
8 
[$] 
e 
II 
wi 
8 
w 
Ni 


[21, £30] = za5 [zs, £27] = 一 za8 [zy， T21] = $238 
ltr, tu] = za6 [4, 222] = 5234 [zs £17] = — 40055 
[21, £32] = 237 [74, £23] = 2255 [zg, £18] = 一 2z36 
[t1, £33] = rag (£4, 24] = T36 [tg, Lig] = —x37 
[22, £28] = 一 5za4 [x4, £25] = 5237 [zs，za2o] = — 2238 
[t2, £29] = 一 27a5 [Z4, £2] = 223g [t9, £10] = —3234 
[z2, £30] = 一 z36 [ze, Zig] = 2x34 [t9, 211] = —3295 
[zz, £31] = 一 和 37 [z6， Li9| = 2735 [x9, L12| = 一 3z36 
[t2, £32] = 一 zag [ze， X29] = 2736 [zi0, T11] = 一 736 
[zs, £23] = 一 734 [ze，zal] = 2x37 [zi0, £12] = — 3237 
[r3, T24] = —T35 [27, £17] = 一 4734 [zn, T12] = — 223g 
[zs, T25] = — T36 EZA T18] = 一 Z35 

UT 一 [U?, U?] =0 [zs, n] = 0 


有 50, S1, S2 € Dern, B si(U) = U. silu 在 Z1， T2, T3, T4 
下 的 矩阵 为 准 对 角 和 矩阵 ， 


m=dig((} 2) (1 2). 
sı = diag ( (7 o) (; 0) 
“we ((3 3) (5 3)) 


TÆ S=L(so, 51, s2) 是 三 维 单 李 代数 . 而 


g = s+n 


是 41 维 李 代数 ， 满 足 
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(2) Derg = adg. 详细 的 证 明 可 见 [43]. 口 

为 了 讨论 完备 李 代 数 的 性 质 ， 我 们 先 给 出 下 面 的 引 理 . 

引 理 1 Hg 是 一 个 李 代 数 ，b(g) 是 g 的 全 形 ， 则 

(1) Cy (8) = {x — adz|z € g}, (2.2.3) 

(2) gN Cro (g) = C(g), (2.2.4) 

(3) 90(z+D)=adzr—z+D, z€ g, D € Derg (2.2.5) 
所 定义 的 映射 O 是 blg) 的 对 合 自 同 构 ， 满 足 


O(a) = Chia (8). (2.2.6) 


证 (1) &Rxreg, DE Derg Mr+DE Cho (g) 4H 
仅 当 对 任何 y Eg 有 


0= [z+ D,y = [x,y] + Dy = (adz + D)y, 
D = ~adz. 


(2) Bh E€ g N Cho(g) WA (2.2.3) 有 z € g 使 得 
kh = z — adz. (AB h-z € g, adr € Derg， 所 以 我 们 有 
adr = 0, h= x € C(g). RZ, # x € C(g), M adz = 0. & 
z = z — adr € Cyg (g) N g. (2.2.4) 成 立 . 

(3) 显然 6 Æ b(g) 到 h(g) 的 线性 映射 因为 


(r+D) = (adr—z+D) = ad(—7z)+z+adz+D = z+D, 


所 以 
8? = id. (2.2.7) 


对 任何 ZE g, 用 (2.2.5) (2.2.4) 可 得 
0(7) = adz — x € Chig (8), 


即 
A(g) E Cro (9). 
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另 一 方面 ， 对 x Eg, 我 们 有 
(adr — x) = ad(—x) + £ + adz = z € g. 


因而 (2.2.6) 成 立 . 
最 后 ， 我 们 证 明 0 € Autg. 注意 到 

[0(z + D), Ay + E)] 

= [adz — z + D,ady — y + E] 

= — (|x, y] + Dy — Ex) + ad[z,y] 
+ ad(Dy) — ad(Ez) + [D, E] 

=6([x, y] + Dy — Ez + [D, E) 

=0([r + D,y + El), 
Vz, y € g; D, E € Derg. 


因此 ， 定 理 证 毕 . o 
定理 2 设 g 是 一 个 李 代 数 . 则 下 面条 件 等 价 . 
(1) g 是 完备 李 代 数 . 
(2) 通过 g 的 任 一 扩张 a 均 是 平凡 扩张 ， 且 
a=g@C,(g). (2.2.8) 
(3) g 的 全 形 b(g) 有 分 解 
b(g) = 8 © Cho (8). (2.2.9) 
证 (1)= (2) 设 a 是 通过 日 的 一 个 扩张 . 则 g <a, 因而 
Calg) a. M C(g)=0, m gNCalg)=0. 设 ZEa WA 
adz(g) C g 我 们 知道 adr Æ g 上 的 限制 adz|s 是 g HEF. 
但 是 g 完备 的 ， 故 adz|。 2g WAST. 于 是 由 


n(x) 一 adzl r En 
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定义 的 是 a 到 Derg =adg 上 的 映射 ， 核 为 
ker = C,(g). 


因此 
dima = dim g + dim Ca( 8). 


所 以 (2.2.9) 成 立 
(2)=—> (3) 车 令 a 二 h(g) 很 清楚 条 件 2) 推出 条 件 3). 
(3)==> (1) 从 (2.2.9) 和 (2.24), 我 们 有 


C(g) = g N Cho (g) = 0. 
又 从 (2.2.9) 和 (2.2.2), 我 们 还 有 
Cho (8) = b(g)/g ~ Derg. 
再 由 (2.2.5) 定义 的 h(g) 的 自 同 构 ,可 得 
Cheo) (8) = g. 
但 C(g)=0 导出 g 之 ad g. 因此 
Derg = adg. 
故 g 是 完备 的 . o 
82.3 完备 李 代 数 的 分 解 及 其 唯一 性 


本 他 我 们 将 讨论 完备 李 代数 的 分 解 及 分 解 的 唯一 性 . 为 了 叙述 
方便 ， 我 们 还 将 引进 单 完 备 李 代数 的 概念 . 
引 理 1 RERA g 分 解 为 两 个 理想 的 直 和 ， 即 


. 9 = a Gay. (2.3.1) 
WA 


(1) Clg) 有 分 解 
C(g) = C(a1) 四 C(o). (2.3.2) 
(2) 车 还 有 C(g) = (0). 则 
adg = ada, @ adoz, | (2.3.3) 


Derg = Dera, @ Deras. (2.3.4) 


(3) g 完备 当 且 仅 当 a, 与 qz MEF. 
证 (1) 因为 C(at)mC(aa) = 0 和 [a az] = 0, 所 以 


C(a1) ® C(az) C C(g). 


Mie xe C(g) LUE t = T1 + T2, Ti € a, t= 1,2. 我 们 有 


EZE a] = [x — £9, a] = 0. 


故 Zi E Clay). 类 似 地 vo € C(ae). 因而 (2.3.2) 成 立 . 


(2) 对 D € Dera, 将 其 扩充 为 g 的 线性 变换 如 下 : 


D(x + £2) = Dz, Vz: E h, La € Ag. 


BR, De Derg. 这 样 可 认为 Dera, C Derg. 很 清楚 DE 
Dera; 当 且 仅 当 Drz = 0, Vrz € ag. KWH, Dera C Derg, 
而 且 D € Dera 当 且 仅 当 Da, = 0, Vri € gy. 因而 我 们 有 


Dera, + Dera, C Derg, 
Dera; N Dera = 0. 
MEX} i = 1,2. 
D(a;) C a, YD € Derg. (2.3.5) 
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设 zi Ea, 1 一 1,2. 则 
[Dx1, z2] = D([z1, £2]) — [zi，Dza] 
= 一 EZT Dza] 
Ea, Md 
= (0), 
即 
[Dzi, z2] = [x1, Dz} = 0. 


Qi, i= 1,2. 
我 们 用 (2.3.5) 证 明 Dera; < Derg. 设 Di € Dera, D € 
Derg 和 r2 E ag. 于 是 


[D, D,\(x2) = DD, (z2) — Dı D(z2) = 0, 


所 以 Dera, < Derg. 类 似 Dera < Derg. 
最 后 ， 我 们 证 明 Dera, + Derag = Derg. 事实 上 , # DE 
Derg, $ £ = T1 + £2, 2t; € Qi. 定义 Dı, Da WF: 


Dilx1 + z2) = Dri, 


Da(xı + £2) 一 Derg. 


很 清楚 D; €E Dera; H D = Dı + Dag. 

从 上 面 讨论 得 到 (2.3.4). (2.3.3) 立即 由 (2.3.4) 推出 . 

(3) mB g 是 完备 的 ， 则 C(g) =0 H Derg = adg. 因而 
从 结论 (1) 得 C(a;) = 0，( = 1,2). 又 结论 (2) 推出 


ada; ® adaz = Dera, @ Dera. 


所 以 a; (i= 1,2) 都 是 完备 的 . 
现在 假设 a; (i 二 1,2) 是 完备 的 ， 从 结论 (1) 我 们 有 


C(g) = C(a1) 6 C(az) = 0. 
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再 将 结论 2) 用 于 Derg 与 adg 得 


Derg = Dera, @ Deraz 
= ada, @ adag 
= adg. 


所 以 g 是 完备 的 . 口 
定义 1 如 果 完 备 李 代数 g 的 任何 非 平 凡 理 想 都 不 是 完备 
的 ， 则 称 g 是 单 完备 李 代数 . 
显然 ， 特 征 零 域 上 的 单 李 代数 与 2 维 非 交 换 李 代数 均 为 单 完 
备 李 代数 . 
定理 2 (1) 任何 完备 李 代 数 能 分 解 为 理想 的 直 和 , 其 中 每 个 
理想 均 是 单 完 备 李 代 数 . 
(2) 一 个 完备 李 代数 是 单 完 备 的 当 且 仅 当 它 是 不 可 分 解 的 . 
证 从 引 理 1 与 定理 2.2 立即 可 得 本 定理 . 口 
引 理 3 RERA g 有 分 解 (2.3.1), a 是 g 的 子 代数 ， 且 
aD ay. Bl 


a =a) D(a Na), (2.3.6) 
而 且 adg 4AM (aN a2) dae. 
证 此 引 理 的 证 明 很 容易 ， 略 去 . 口 


EX2 如 果 李 代数 g 的 自 同 态 DRE 
g adr = adz-y, Yz €g, (2.3.7) 


Wk Y 为 g 的 g- BAA. 

例 RERA g 有 分 解 (2.3.1). 又 对 此 分 解 ，g 到 oa 的 投 
BAT. Woe gH g 自 同 态 . 

事实 上 , 对 任何 X= 二 XT 十 X22, y=yityo, Ti, Yi E q; (i = 
1, 2), 我 们 有 


Tadz(y) = [zl yı] = adz :7(y). 口 


引 理 4 设 2 是 李 代数 g 的 g 自 同 态 , WHER EN 使 得 
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(1) g 有 理想 直 和 分 解 ， 
g = ker ye 个 Img”, (2.3.8) 
(2) 进而 ， 若 g 是 不 可 分 解 的 ， 则 有 
k = 0 at p E Autg. (2.3.9) 
证 (1) 记 y 的 极 小 多 项 式 为 fA) = AA), 这 里 入 与 
QA) EZ. 于 是 存在 多 项 式 uf), vA) 使 得 
u(A)g(A) + vA = 1. 
因此 
y = ulp)g(y)y + o(y)y*y, Vy € g. 
而 且 
u(y)g(p)y € ker yk, v(p) py E Img". 


这 样 我 们 得 到 
g = ker op + Img". 


me y €kery* N Imo, WE yo € g 使 得 
"y = 0, y = "yo. 
所 以 


k 


y = ulv)a(y)y*yo + op) py = ule) f(~)yo = 0. 


因此 
g = kery* + Img". 


从 是 8 的 OBAMA, 知 9* 也 是 8 的 g ABA. 由 此 可 知 
ker y" 是 g 的 理想 . ME Imp* ag. By € Imp*, 则 有 VEg 
使 Y = py). 于 是 对 任何 £ Eg, RING 

[x, y] = [x, y* yo] = v*([z, yo]) € Img". 
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至 此 ， 我 们 完成 了 (1) 的 证 明 . 
(2) 如 果 g 是 不 可 分 解 的 , 则 从 1) 知 kerp* = g at Imp* = 
g. 前 者 意味 着 p* = 0, 后 者 意味 着 p" E Autg. MLL y E Autg. 


(m 
Sg 是 不 可 分 解 李 代 数 ， 又 Yn P2 Pr 与 
了 
2 pi (7 = 1， 2,…,n) 都 是 g 的 g- 自 同 态 ， 且 
i=l 
Ort Gots + On = id. (2.3.10) 


则 有 2 使 得 pi E€ Autg. 

证 ”我们 对 n 用 归纳 法 来 证 明 此 引 理 .， n=1 m, ERR 
的 . 

n= 26, A yi tp = id, & yi (yitye) = (pity) 41, 
于 是 p192 = Popi. 现在 假设 Y1, P2 A Autg. 由 于 g 不 可 分 解 
及 引 理 4, 我 们 有 ki (i = 1, 2) 使 得 g = 0. Wk > ki + ko, 


则 
kore E 
id = (y1 + p2) = Ù DEE =0. 


j=0 
此 矛盾 推出 pı E Autg 或 po E Autg. 
对 于 n>2, 令 多 = Soe A Us on 均 是 8 的 g AR 


a, H+ pn = id. 因而 ， 由 对 n = 2 的 讨论 得 pn E€ Autg 
ak Y E Autg. 在 第 一 种 情形 ， 引 理 自然 成 立 ， 故 假设 E Autg. 


很 清楚 PTL, PYT, ++, Grit) 也 都 是 g 的 g ARMA, A 
£ gi = id， 由 归纳 假设 ， 有 i 使 得 ypy! © Autg， 因 此 
p: e Autg. o 


定理 6 设 g 是 一 个 中 心平 凡 的 李 代 数 . 又 设 g 有 理想 直 和 
分 解 : 


g= De@bB...9bh, (2.3.11) 
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与 
g9=%& GEO: Ok, (2.3.12) 


m=n. (2.3.13) 


并 且 ， 如 必要 经 重新 排列 后 有 
bi = t, 7=1,2,.…,m. (2.3.14) 


证 ”对 nn 用 归纳 法 证 明 本 定理 ，n = 1 时 , 即 g 不 可 分 解 . 
所 以 m= 二 1 二 1， bi=t1=g. 

现 设 n > 1, 自然 也 有 m > 1， 对 于 分 解 (2.3.11), 将 g 
在 bi 上 的 投影 记 为 7, 再 将 bi 到 g 内 的 嵌入 记 为 o, 又 记 对 分 
解 (2.3.12), g 在 & 上 的 投影 为 pi & 到 g 内 的 嵌入 为 Ti. M 


J 
T, Pi, tt; Pn, 及 > pi (j =1, 2,---,n) 都 是 g 的 9 自 同 
i=1 


态 ， 且 
pi + p2 +-+- + Pn = idg. 


设 


* 

Ni = TT; = Te, 
* — 一 一 

Pi = pio = pily- 


对 任何 2 二 1, 2,---, n. Watpt 是 bi 的 bi AAA. 定义 如 


Sona no: 


j 
的 映射 2 Tipi 是 g 的 一 个 9 自 同 态 ， 因 而 


?一 


= Sra ) Vreg 


[Yon o= Sate -5n - Pilm 


是 bi 的 Di EAA HEA Rh Eh, 我 们 有 
h= nh)=7 yo a) = So np!(h) 
i=1 i=l 


即 有 a 
DOme = idy. 
i=1 


因此 由 引 理 5， 存 在 指数 i 使 得 T E Auth. 如 若 需要 经 


ti, bo, uty tn 的 排列 ， 我 们 可 认为 i= 1, TT Pt E€ Auth. 这 就 
推出 pf 是 一 一 映射 设 = b2 巾 … Om Te ‘外. 
w C(b) = C(t) = 0 E b = Co(b1), E = Co(€1), Co(b) = 


bi, C(t) = & WR E= ker py. 因此 
0 = ker pj = hi N ker p = h NE. 
所 以 bl C C(t) = bi. 由 引 理 3, RNA 
& = bi © (8.9). 


但 bi 是 不 可 分 解 的 , 故 包 = i. FR H=E. BARRIERS 
定理 . 
定理 7 Rg 是 一 个 完备 李 代数 ， 则 


这 里 每 个 gi 是 单 完备 李 代数 并 为 g 的 理想 . 又 这 种 分 解除 这 些 理 
想 的 次 序 外 是 唯一 的 . 
证 从 定理 2.2 知 若 完备 李 代 数 是 李 代 数 g 的 理想 ， 又 
i HBA, SUE he g 的 理想 . 由 此 知 定理 的 第 一 部 分 成 立 . 
定理 的 第 二 部 分 则 可 由 定理 6 得 到 . o 
推论 8 特征 零 域 上 任何 半 单 李 代 数 能 分 解 为 单 理想 的 直 和 ， 
而 且 除 和 中 各 项 次 序 外 ， 这 种 分 解 是 唯一 的 . 
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证 “因为 特征 零 域 上 半 单 〈 相 应 ， 单 ) 李 代 数 是 完备 (相应 ， 
单 完备 ) 李 代数 . 口 

这 个 推论 是 特征 零 域 上 半 单 李 代数 理论 中 熟知 的 , 但 也 是 最 重 
要 的 结果 之 一 . 通常 的 证 明 要 用 到 这 类 李 代数 的 Killing 型 非 退化 
这 一 事实 这 里 的 证 明 却 完全 不 用 Kiling 型 . 由 于 特征 p(> 0) 
域 上 半 单 李 代数 的 Killing 型 可 能 是 退化 的 ， 也 可 能 不 是 完备 李 代 
数 ， 因 而 上 述 结 论 不 再 成 立 ， 但是， 应 用 定理 6, 我 们 可 以 断言 ， 

推论 9 任何 半 单 李 代数 能 分 解 为 不 可 分 解 的 半 单 理想 的 直 
和 ， 而 且 除 和 中 各 项 次 序 外 ， 这 种 分 解 是 唯一 的 . 


§2.4 完备 李 代数 的 根基 


本 节 假 定 g 是 特征 零 的 代数 闭 域 上 的 有 限 维 完备 李 人 代数. 于 
是 g 有 Levi 分 解 : 


g=stt, (2.4.1) 


其 中 ， 5，f 分 别 为 g 的 Levi FRÆ, RE. 又 设 n 是 g 的 极 
KEFR, B g 的 nil RE. 于 是 g HREM (nilpotent 
radical) 为 


no Cn. (2.4.2) 


定义 1 g 的 包含 5 的 极 小 理想 【[ 称 为 g 的 Levi 理想 . 
定理 1 (参看 [40]) Kl Bg Levi 理想 . 则 存在 k EN 
使 得 g™ = gt), H 


(1) [= g®, (2.4.3) 
(2) [= s+ [no, s] + [no, no, s]] + ---, (2.4.4) 
(3) [= 2, (8). (2.4.5) 


证 (1) i (2.4.1) @ 5 C [g, gl, mi, sC g”, & 
[Cc g®), 
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AA, As Cl gal+t, 所 以 有 


g® =[g, g)=[l+r, [+4] 


+ [E e] + fe, t] 
1), 


| 
[l 
[+ 
g? = [g, g} 
[P+ eo, 14 2) 
[+ 1), 
g® c Ka el i 
因为 + ETEK, MAFE kE i> ke, t = 0. 由 
此 有 
[Cg CLi>k. 


因此 (1) 成 立 . 
(2) 以 于 表示 (2.4.4) 的 右 式 由 5CT<9g, 知 


LEL 
男 一 方面 ,显然 5 CL, 若 能 证 明 L dg 则 由 【的 定义 知 
(Ch. 


因此 (2.4.4) 成 立 . 现 证 [4 g. 
AAs 是 半 单 的 ， 所 以 5 = fs, 5]. 于 是 


[s, t] = [t, [s, 引 ] = ([r, s}, s}. 


[t, s] C [g, g] N t= n, 


所 以 
le, s] € [n s$]. 
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从 这 些 事实 ， 我 们 知道 


lg, s] = [r, s5] + [s, s] C5 + [no, 5] 
Ch, [g, [n s]] S [r, [no 可 +[s，mo s] 
C [no, s] + [[e, no]; s] + [no, [s, el] 
C [no, s] + [no, [Mo, s] 
Ch. 


于 是 由 归纳 法 容易 证 明 [i 是 g 的 理想 ， 所 以 (2) 成 立 
(3) Mie s, 也 是 g 的 Levi 子 代 数 ， 于 是 


8 一 5 十 
因而 从 (1) 我 们 有 
s, Cg 一 [人 
因此 ， 由 (1.1.2) 推出 
sic 0(s) EI 
OEA 


3—5, Vres, zen, 有 
expt adz(z ye > 6(5)， 
DEA 
Bp 
Z + tfz, a) + le, [z, x]] + -€ > 0(s) 


OEA 


因为 t+ 是 任意 的 ， adz BREN, ALA 


[z, z] € >_ 0(s) 


OEA 
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因而 


OEA OEA 
故 
I= s + (nj, 5] + [no [no s]] +- 
C >》 .0(5). 
GEA 
所 以 (3) 成立. o 


注 从 结论 2), 车 将 g 看 作 一 个 no 模 ， 则 【是 5 生成 的 子 
No 模 . 

因为 ls, t] C r, 所 以 t 可 看 作 一 个 5 模 . 5 是 半 单 的 事实 可 
推出 了 能 分 解 为 不 可 约 子 模 的 直 和 . 设 to 是 所 有 1 维 子 模 (它们 
都 是 平凡 子 模 ) 的 和 ， t 是 非 平 凡 子 模 的 和 .于 是 有 下 面 定理 . 

定理 2 Bitimi, m 


[to, tn] C th, 
St+t, Cl=g® = gD 一 
tn C no. 


iE 除 第 四 个 公式 外 ， 其 余 各 式 都 是 明显 的 . 设 m 是 任 一 非 
平凡 的 不 可 约 子 模 ， 又 Xo E to, 由 于 [zo，5] = 0, 因而 


[s, [zo, m] = [zo， [s, mi] = [zo， mj, 
即 [zo，m] 也 是 5 模 ， 而 且 adzolm 是 从 m 到 [zo，m] 的 模 同 


S Am 是 不 可 约 的 ， 故 [zo, m] #0 m, [£o m] 与 m 同 构 ， 
因而 [zo， mj C Tn- 于 是 定理 成 立 . 口 


.41. 


推论 3 to 是 一 个 子 代 数 ， romn romno 分别 是 n, no 的 
理想 ， 都 是 n 的 理想 . 

由 前 面 定 理 ， 容 易 得 此 推论 . 口 

推论 4 rtn 生成 的 子 代数 nl BOHR, H 


ni C [NA no. 
证 ”我们 只 要 注意 到 
nl = ta + [tn, th] +- CEN no, 


以 及 [5, tn] = tn, [to, th] C th. 口 
现 设 9 是 完备 李 代数 ， 于 是 g 与 adg = Derg 同 构 ， 因 此 由 
81.2 知 ， g 有 分 解 : 


g=s+t+a+n, (2.4.6) 


其 中 ， s, t+ 二 a 十 n,n 分 别 为 8g 的 Levi FRR, MR, HK 
WEB. ZE, m 二 5 十 4 是 约 化 李 代 数 ，n 是 完全 可 约 m 
A. 以 Un, Uo id mH nn 的 非 平凡 ， 平 凡 子 模 的 和 ， 显 然 


而 且 还 有 


n = Un + Uo, 

Un = in + Un N to, 

to = A + Uo + Un N to, 
Ce(m) = a + up. 
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很 明显 ， Up 是 一 个 子 代 数 ， WNN, uo mno 分 别 是 1, no 的 理 
想 ， 都 是 mn 的 理想 . 

125 设 李 代数 g 中 心 为 零 ， 且 有 分 解 (2.4.6), 则 下 面 结 
果 成 立 . 

(1) un 生成 的 子 代数 ul 是 g HES. 
(2) g/u 同 构 于 5 与 一 个 短 零 李 代 数 的 直 和 . 
(3) uy = N adg*(t). 

k=1 

(4) WẸ zE a+ uw, fz, u] = 0, W z= 0. 
证 (1) 我 们 只 要 注意 到 


Uy = Un + [Un, un] + [un, fun, uni] 十 …-， 


以 及 [m, un] = Un, [uo, un] C Un, 知 (1) ROL. 
(2) 设 7 为 g 到 g/w 的 自然 同 态 ， 因 为 


Un = [m, n] Cu Cn, 


所 以 
[rm)，r(m] = 0， 
而 且 
g/u, = sta+n/u,. 
注意 到 
[s, t] = tp Cun Cu, 
BR 
g/u, S s @ (at+n/u,). 
再 由 于 
la, t] = [a, a +n] = [a, n] C [m, n] Cu, Cu, 
于 是 


[n(s), m(a)] = fr(o，r(m] = 0, 


E r(t) ERFA. w (2) 成 立 . 
(3) 注意 到 n = u + uo, 所 以 


adg(t) = Íg, at+n]=[g, nJ+[m+n, al 
= [g, n] + [n, a] = [g,n] 
= [g, u] + [m + n, uo] 
C ui 十 [uo，uo|， 
adg?(t) C u +[m+n, [uo, uol] 
C u + u 


再 由 Uo KEPI, m (3) 成 立 . 
(4) BR, g=(m@u,)+u. $ 


uz = Catu (U1) = {x € a + wllz,u] = 0}. 
易 证 Ug 是 A+ uo 的 理想 ， 且 
Uz = (ug N a) @ (uz N uy). 
但 是 ， 从 
[u2Ma, m] = [uz Na, uo] = [una u] = (0), 


知 U2MaC C(g) = 0. 因此 uz C uo. 
如 果 ua Æ (0), WA k> 0, 使 得 


(aduo) (ua) # (0), 


(aduo)***(uz) = (0), 
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(aduo)*(u2) C ug N C(uo). 
W N C (uo) 天 (0). 


Uz N C(uo) C C(g) = 0. 


此 了 矛盾 推出 (4) RZ. 口 
下 面 我 们 假定 U, = Deru. 
定理 6 kg 是 完备 李 代 数 . 若 DEU 满足 


D([zx, ul) — [z, D(ui)] = 0, Ve € m, uy € uy, 
则 存在 Xo € uo 使 得 
D = adzolu,. 
证 由 引 理 5 知 BONS. Te 
T(x) = adzlu, x € g, 
是 g 到 Da 的 同 态 . 由 Qa C m, 有 
[r(a), Cu,(r(m))] = 0. 
由 [Uo, m] = 0, 知 
T(Ug) C Cy, (r(m)). 
定理 的 证 明 归 结 为 证 明 
T(uo + a) = Cu (T(m)). (2.4.7) 


由 于 uo, uy Cn, 故 adr(u) 在 Cy,(7(m)) LEA BE 
iy. AA 


[7(uo), 7(uo)] S 7(uo)， 
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知 T(uo +a) 是 adr(uo 十 aq)=ad7(uo) 的 不 变 子 空间 ， adr(uo) 
在 商 空 间 Cv (7(m))/r(auo +a) LNB SERS EO. 
如 果 
Cu, (T(m)) # T(u + a), 


则 有 X € Cy,(r(m)), X € T(u + a), 使 得 
[X, T(Up + a)] C T(up + a). 
由 于 uo 是 Up ta 的 极 大 客 零 理想 ， 由 定理 1.1.5 知 
[X, T(uo)] © 7T(uo0). 


再 由 引 理 5 mM, x, y E uy +a, t(r) = rly) 当 且 仅 当 
Z 一 9. 于 是 对 y Eu, 有 唯一 的 X(y) E uo 使 得 


[X, 7(y)] = 7(X(y)). 
又 因为 对 Y, Y2 Euta k à, EC, K 


T(X (Ayı + A2y2)) = [X, TAY + A2y2)] 
= A[X, T(y)] + AalX, 7(y2)] 


= A17(X(y)) + A27(X (y2)) 
= T(ALX (y1) + A2X (y2)); | 


及 
T( X (fy, y2])) 
= [X, 7T([y, yal) 
= (X, T(yi)], T(y2)] + [7(y1), x, T(y2) II 
= [F(R u), 7(y2)] + fron), 7X (ye))] 
=T([X(y1), yo] + lv X (v2))). 
于 是 


X € Der(w + a). 
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另 一 方面 对 ZE€ U1, 有 
[X, 7(z)] = [X, adz|u,] = adX (z)ļu, 


即 
[X, 7(2)] = 7(X(2)), z € u. 


于 是 _ 
T(X(y)) = T(X(y)), Vy € u N Cy, (m). 


考虑 g 的 线性 变换 d, 使 得 
dim = 0, dluo+o = X, dl。 = X. 


则 d € Derg = adg. AMA ro € uo 使 得 d = adzo, a 
T(to) = X. 于 是 结论 成 立 . 

推论 «(uo +a) 是 U, & Cartan 子 代数 . 

事实 上 ， 在 上 面 定理 的 证 明 中 ， 已 经 证 明 7(lo +a) EHF 
的 ， 而且, # X € Ny (T(u +a)), W X € r(u +a). 于 是 推 
论 成 立 . ` 口 

利用 代数 李 代 数 和 代数 群 的 观点 ， 我 们 还 可 以 证 明 下 面 的 定 
理 . 

定理 7 设 李 代数 g 中 心 为 零 , 且 有 分 解 (2.4.6), X (2.4.7) 
R, MWg 为 完备 李 代 数 . 

证 参见 [37]. 

以 下 我 们 设 

g=st+atn 


为 完备 李 代 数 . Wada 表示 adr 在 n 上 的 限制 ， 又 设 
to 二 C,(s), 
Hhr=at+n. 再 令 


G = {D € Dern|[D, ads] = 0, Vs € s}. 
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ER, G 是 李 代 数 . 
引 理 8 ”假定 如 上 , 则 adnCro(a) 是 G 的 Cartan 子 代数 . 


Cala) =aBnNC (a) =a® up 


REAR, TE adnCto (qa) 是 GMRETRKH ADEG 
正规 化 adC (a), BB Ve € a 存在 ZE Cola) 使 得 


|D, adyz] = adaz’, 
而 且 a 是 唯一 的 .事实 上 ， 如 果 y E Cela) 也 满足 
[D, adaz] = adny, 


则 
[x —y', s] = [z —y’, a] = [z —y,n=0. 


i 2’ — y’ € C(g) = (0), 2! = y'. 
定义 g 的 线性 变换 D 满足 


D'|, =0; D'ha = D; D'(x)=2', cea. 


由 此 定义 知 
D'(a) S Co(o). 


由 于 

D'([z, 2])= [D'z, z] +[z, D'z], £ € a, z €n, 
以 及 

D'([x, y] = [D'x, y] + [x, D'y)=0, z, y € a, 


易 证 D' € Derg = adg. FAH h € g 使 得 D' = adh. th D' 
Ke LA E to, 而 且 


(adrady)h = 0, Vr, y € a. 
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由 于 adz, (x € a) 是 半 单 的 ， 故 
[P z] = 0, Yz € a. 


所 以 
D € ad,C,, (a). 口 


EBD 设 完 备 李 代数 gi, i= 1, 2 如 (2.4.6) 的 分 解 为 
Gi = 5i +a; + Ny. 


则 gi 与 Go 同 构 当 且 仅 当 51 十 ni 与 $2 十 nz 同 构 . 

证 gi 与 g2 RS, Be 51 十 nl 与 $2 十 nz 同 构 . 

现 设 Æ si +m 到 sotn 的 同 构 映射 由 Levi 子 代数 
的 共 斩 性 ， 可 以 假定 


(81) = 52, V(ni) = no. 
对 gi 可 定义 Gi mE. 于 是 Dern, 到 Dern, 的 映射 
(Dı) = WD," Di € Dern, 
是 同 构 映 射 ， 而 且 由 
pladn7) = adn Y(T), £ € $1, 


知 
pladn$s1 = adn, $2, y(G)) = Go. 
所 以 
adn, Ctso (02), P(adn, Cuo (a1)) 
都 是 G2 的 Cartan FRÆ. 
由 [10] 或 [27] 知 存在 9 € E(G2) C IntG 使 得 


adn, Cryo (a2) 一 0(p(adn, Cu o(91))), 
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其 中 


6 = expad X; expadX2---expadX,, (2.4.8) 
Xi 为 G2 的 强 ad 第 零 元 . 

t X A G: HR ad BE, Xe, Xn AX HER, BEM 
分 . 于 是 Xs, Xn A X 的 多 项 式 ， 且 Xs, Xn € Dern. i Xs, 
Xn E€ Gg. adXs adX, 为 adX HEM, HEM, XadX 是 
FFH, K adX =adX,, A 


exp ad X,(Y) = (exp Xn)Y (exp —Xn), Y € Go. 


显然 ， exp X, € Autng. 因此 ,可 以 假定 (2.4.8) 中 的 X; 都 是 
m WREST, H 


o = exp X exp X2- -exp Xk € Autny. 


0(Y) =cYo', Y € Gh. 
dadn, 520 | = adn, S2, YS2 € $2. 
特别 ， 对 于 ZX E Cwo(q1), 有 唯一 的 y E Caola), 使 得 
Oy(ady, £) = aduy 
MAre a 4AM y Ea. FH gi 到 g2 HAH o: 
Pla = Y; p(t) = y, £ E m; pln, = oY 


是 李 代 数 的 同 构 映 射 . m 

从 这 个 定理 ,我们 可 以 看 出 ， 完 备 李 代 数 都 可 以 看 成 肾 零 李 代 
数 的 全 形 的 子 代 数 ， 如 果 n 是 一 个 寡 零 李 代 数 ， 半 单 李 代数 5 如 
导 子 作用 于 n E. 如 何 配 上 aa 使 g=5 十 6 十 mn 为 完备 李 代 数 ” 
[37] 中 用 代数 群 与 代数 李 代 数 的 观点 进行 了 讨论 , 并 得 到 了 有 趣 的 
结果 ， 需 要 指出 的 是 存在 寡 零 李 代数 (例如 特征 寡 零 李 代数 ) 其 全 
形 的 任何 子 代数 都 不 是 完备 李 代 数 
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第 三 章 ” 某 些 特殊 完备 李 代 数 


在 相当 长 的 一 个 时 期 ， 人 们 所 知道 的 完备 李 代 数 ， 除 特征 零 域 
上 的 半 单 李 代 数 (确切 地 说 ，Killing 型 非 退化 的 半 单 李 代数 ) 外 ， 
是 非常 少 的 . 这 不 仅 影 响 对 这 类 李 代数 的 重要 性 的 判断 ， 也 影响 对 
这 类 李 代数 的 性 质 的 了 解 . 这 是 完备 李 代数 理论 不 能 发 展 的 重要 原 
A. 但 从 80 年 代 以 来 ， 发 现 了 许多 重要 的 李 代数 或 者 其 本 身 是 完 
备 李 代数 ， 或 者 与 完备 李 代 数 有 密切 关系 . 这 样 完备 李 代数 的 重要 
性 及 其 性 质 都 逐渐 显现 出 来 ， 因 而 这 一 理论 得 以 发 展 起 来 . 本 章 将 
介绍 一 些 完备 李 代 数 ， 这 是 已 经 发 现 的 一 部 分 . 但 更 多 的 仍 有 待 去 
BAR. 


83.1 某 些 导 子 代数 及 全 形 的 完备 性 


定理 1 设 g 是 中 心平 凡 的 有 限 维 李 代数 ，b(g”) 是 g” 的 
全 形 ， 是 blg”) HHMI ED g R ERF g 则 


dim Derg = dim Derg” + dim C(g”). (3.1.1) 


进而 Derg 是 完备 李 代数 . 
证 从 定理 2.1.5 知 


dim Derg < dim Derg” + dim C(g”). (3.1.2) 
另 一 方面 ， 由 全 形 的 定义 ， 我 们 有 
b(g”) = g” + Derg”. 


RA t< b(g”), 所 以 ， 对 于 D € Derg’, adD 在 有 上 的 限制 
adD|e 是 Dert 的 元 素 ， 对 于 a € g”, ada 在 有 上 的 限制 adale 
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也 是 Dert 的 元 素 . Mi Di, ---, Da A Derg” 的 基 ; apo 
Am 是 Clg’) KÆ. 如 果 我 们 能 够 证 明 


{ad Dilt, adajle | 1<:< n, 1< 了 < m} 
在 Dert 中 是 线性 无 关 的 ， 则 从 之 g 可 得 
dim Derg = dim Dert > m+n. 


因此 (3.1.1) 成 立 . 
Mik Z1， mV 是 g 的 基 域 下 中 的 元 素 ， 


并 使 
(> Tiad D; 十 ` yada; t=0. 
i=l j=l 


因为 g” CER a; E Clg’), & 


> Xiad Di(g -> TiDi(g 


这 样 
X ziDi= 0. 
i=l 
但 是 Di, ---, Da 是 Derg’ HÆ, i 
Ti = T2 =+: = In =D, 
H 
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由 此 事实 及 C(g’) C g” Ct, RIA D yja; EC( 旬 但 从 
j=l 


t ~ g m C(t) =0. 所 以 Y ya = 0, k y= yS oS 
j=l 
ym = 0. 至 此 我 们 完成 了 (3.1.1) 的 证 明 . 
用 (3.1.1) 及 定理 2.1.5, 可 得 
dim Der2g = dim Derg. 
这 意味 着 
Der(Derg) = ad(Derg). 


Me C(g) = (0) 得 C(Derg) = (0). i Derg EZAK. OC 
定理 2 设 a 是 n 维 交换 李 代数 ， 则 其 全 形 bhla) 是 单 完备 
李 代 数 . 
证 ”很 清楚 


h(a) = a+Dera = atgl(a). 


设 
g = a+F id,, 
这 里 是 a 的 基 域 ， 则 
C(g) = (0) 
由 
lgl(a), ida] = (0), 
推出 


g <ha) 及 g =a. 
因而 由 定理 1 我 们 得 到 
dim Derg = dim C(g”) + dim Derg” 


=n +n? 


= dim h(a). 


然而 ， 
Cha (g) = (0). 


故 Derg ~ h(a), 从 而 h(a) 是 完备 的 . 
we h(a) 有 理想 直 和 分 解 ， 


h(a) = a @ a2. 
以 7 表示 有 (a) 到 gl(a) = b(a)/a 上 的 自然 同 态 ， 所 以 
m(h(a)) = gé(a) 


导出 的 (a1), (a2) 都 是 gl(a) 的 理想 . 但 是 Fid 5 sl(a) 是 
gila) 仅 有 的 两 个 非 平凡 理想 ， 故 可 设 了 id C x(a). 也 就 是 说 
id 十 VE al 对 某 个 ve a FE 


a = [id +v, a] Cay, 


所 以 

g=F.-id+aC a. 
in, 4 aN a = (0). # a # (0), WAH AE gi(a), AO 
与 v€ a 使 得 4 十 v € qz. HALA, KERA vo € a 使 得 
A++vo 0. 然而 ， l 


Avo = [A +v, vo] € Na = 0. 
这 样 与 a: # (0) 矛盾 ， 因 此 a = (0). 于 是 b(a) 是 单 完 备 李 代 
数 . 口 
为 讨论 另 一 类 单 完 备 李 代 数 ， 先 给 出 下 面 的 定义 . 


定义 1 SRA g 的 子 空间 o 称 为 g 的 特征 理想 , MRE 
满足 下 面条 件 ， 


D(a) Ca, VD € Derg. (3.1.3) 
显然 ， 特 征 理想 是 理想 . 
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引 理 3 ”车 g 是 不 可 分 解 李 代数 ， 而 且 满 足 C(g) = (0) 5 
g= Íg, g]. m Derg 也 是 不 可 分 解 的 . 
证 a= Derg. 因 C(g) = 0, 故 可 认为 9qaq HAG 
分 解 : 
0=QD a2, 


则 对 y, z € g, 存在 yi, 21 © ai Yo, 22 E ao 使 得 yy = 
Yt Yo. Z= y+ 2%. 因此 有 


[y, z] = (yi 2] + [y2, z], 


lyi, z] Ea, Ng, [yo, z] E ag Ng. 


这 些 导 出 
9 = [g, g] = (a1 g) @ (a2 N g). 


能 够 假定 01g = (0) 这 是 因为 g 是 不 可 分 解 的 .于 是 9 C op. 
因而 ay C Calg) = (0). 这 就 是 说 a 是 不 可 分 解 的 . 口 

定理 4 设 g 是 李 代数 ， 而 且 其 中 心平 凡 ， 又 adg 是 Derg 
的 特征 理想 ， 则 Derg 是 完备 李 代 数 

进一步 ， 又 车 g 是 不 可 分 解 的 ， 且 lg, g) = g. m Derg 是 
单 完备 李 代数 . 

证 仍 以 a 表示 Derg. K C(g) = 0， 故 可 认为 是 a 
的 特征 理想 . 设 b 是 通过 a 的 扩张 ， 即 a 4 b， 于 是 有 adb < 
Dera, Vb € b. 由 g 是 a 的 特征 理想 ， 故 存在 元 素 a E a 使 得 
ada|, = adbls. 于 是 ad(a — b)|, = O, 即 a 一 bE Cy(g). 这 样 
我 们 得 到 

b=a+C,(g). 


但 是 
aNCe(g) = Calg) = (0) 
URadab, Clg) <b. 因此 


b=a® Cy(g). 


从 此 立刻 可 得 


Co(g) E Co(a). 
另 一 方面 Mga 推出 

Co(g) 2 Co(a). 
因此 我 们 得 到 

b 一 a 旨 Co(a). 


由 定理 2.2.2 知 a= Derg 是 完备 李 代 数 . 
又 车 g 是 不 可 分 解 的 ， 且 [g，9] = g， 则 由 引 理 3 知 Derg 
是 不 可 分 解 的 .再 由 定理 2.3.2 Derg 是 单 完备 的 . 口 


83.2 模 单 完 备 李 代 数 


特征 p(> 0) 的 域 上 的 李 代数 简称 为 模 李 代数 . 半 单 模 李 代数 
与 特征 为 零 的 域 上 的 半 单 李 代数 (简称 为 常 半 单 李 代数 ) 有 很 大 的 
差别 . 重要 差别 之 一 是 半 单 模 李 代数 的 Kiling 型 可 能 是 退化 的 . 
Killing 型 的 非 退 化 性 导出 了 常 半 单 李 代数 的 分 解 及 其 唯一 性 ;也 
导出 了 常 半 单 李 代 数 的 完备 性 . 的 确 ， 存 在 Killing 退化 的 单 模 李 
代数 与 非 完备 的 单 模 李 代数 ,在 群 论 中 ， 有 限 单 群 的 自 同 构 群 是 完 
备 群 ， 这 一 结果 为 人 们 所 熟知 ， (其实 ， 此 类 群 还 是 不 可 分 解 的 ， 
或 任何 非 平凡 的 正规 子 群 都 不 是 完备 群 . ) 本 节 将 证 明 在 李 代 数理 
论 中 也 有 相应 的 结果 . 

定理 1 设 9 是 有 限 维 单 李 代 数 , M Derg 是 单 完备 李 代 数 . 

iz AF C(g) =0, 从 定理 2.1.5 知 


dim Der”g < dim C(g”) + dim Derg’. 
又 由 g 是 单 李 代数 ， 故 


于 是 
dim Derg < dim Der2g < dim Derg. 
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因此 ， dim Der*g = dim Derg. 所 以 Derg 是 完备 的 . 
再 由 引 理 1.3 知 Derg 是 不 可 分 解 的 . 最 后 由 定理 2.3.2 可 
得 Derg 是 单 完备 李 代 数 . 口 
定理 2 有限 维 单 李 代数 g 的 导 子 代数 Derg 是 半 单 李 代数 
证 ”如 我 们 所 指出 ,可 将 g 与 adg 等 同 ， 故 可 视 g 为 Derg 
的 理想 ， 现 设 a 是 Derg 的 一 个 交换 理想 . 由 g 是 单 的 ， 有 


la, g] C aNg = (0). 


这 意味 着 Derg 是 半 单 李 代数 . 口 
从 这 个 定理 立即 得 到 下 面 有 趣 的 结果 . 
推论 3 ”存在 不 可 分 解 的 半 单 李 代 数 ， 但 它 不 是 单 李 代数 . 
证 ”我们 知道 有 模 单 李 代数 g, 它 有 外 导 子 ( 见 [47]). 也 就 是 
说 ， 它 不 是 完备 李 代数 . 于 是 从 定理 1 与 定理 2 知 Derg 既是 单 
完备 李 代 数 ， 又 是 半 单 李 代数 ,由 于 Derg 是 单 完 备 李 代数 ， 故 不 
可 分 解 . XA g 是 Derg 的 理想 ， 故 Derg 不 是 单 李 代 数 . 因而 
推论 成 立 . 口 


83.3 完备 李 代数 的 一 个 判断 定理 


本 节 将 证 明 一 个 判断 李 代数 为 完备 李 代 数 的 定理 . 很 多 完备 李 
代数 都 可 由 此 定理 而 得 到 证 明 . 

wg 是 一 个 李 人 代数， 为 其 Cartan FRÆ. 又 g bw 
PARE: 

(1) b 是 交换 的 ; 

(2) g 对 日 的 分 解 为 


g=b+ 》 ga; 
acA 


这 里 
A C b* \ (0), 
Ga = {x € g| [h, z] = a(h)z, h € b}, 
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也 就 是 说 ，{adh|h eh} 能 同时 对 角 化 ; 
(3) 在 A HEE bD" KÆ o, az o, a 使 得 
dim Ba; < 1, 


[ga;, B-a] 天 0, 车 一 Qj € A; 


(4) b 5 {gt0,, 1 <5 <1} Emo. 

显然 ,特征 为 零 的 代数 封闭 域 上 的 半 单 李 代数 满足 这 些 条 件 . 
引 理 1 假设 g，b 如 上 所 述 ， 则 有 下 列 结果 : 

(1) 如果 D € Derg, wW 


D(b) € b, (3.3.1) 
当 且 仅 当 对 任何 hEb 
Dh=0. (3.3.2) 
(2) ”在 这 种 情形 ，D 满足 
D|s, = Aaidga, a € A, 
Nate = Àa tAg, Ha, B,a+BeA, (3.3.3) 
入 -a 二 一 和 a, Ha, 一 a € A. 
(3) 此 时 ， 还 有 唯一 的 ho €b 使 得 
D = adho. (3.3.4) 


证 (1) 设 DeDerg 有 Dhebvheb 对 Qe 
A, ea € Ga, ea $0, + 


D ex = hy + 》 zg, 
BEA 
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这 里 hi Eb，zpE ge, GEA. 于 是 从 
DIh, ea] = [Dh, ea] + [h, D eal 
我 们 得 到 


a(h)(hı + $ z6) =a(Dh)ea +Y Blh)zg. (3.3.5) 


BEA BEA 


所 以 
a(Dh) =0, Ya €A. 


因此 (3.3.1) 推出 (3.3.2). 而 (3.3.2) 导出 (3.3.1) 是 明显 的 . 
2) 由 (3.3.5), 有 


a(h)hı = 0, 
a(h)zg = B(h)z,g 
对 任何 AEH ko. FEM h =0 H BAaH, rg =0, B 
D ea = Ta. 
WA, Æ dim gu = 1 时 ， 我 们 有 


Deg = ra€q- 


特别 ， 
Deg, = Xaia; t= 1, +--+, L 
De-a; = A~0;€-0;, H -— aE A. 
从 条 件 (3), 有 


Aa = Àa Ë -aE A. 
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条 件 (4) 推出 对 于 a E A, 
l 
a= So kiai, ki € Z, 
i=l] 


同时 gu 由 下 面 形式 的 元 素 
[ears [ [ep ea 二 


线性 生成 ， 其 中 B= ta; H DB; =o. 所 以 (3.3.3) 可 由 
t=1 


D(leg,, | “5 es, -1> egn] n -]J) 


p (> ss] leg, [- “Ty [eg ep | Jl 


这 一 事实 得 到 . 
3) 因为 a, +++, ay 是 入 的 基 ， 故 有 唯一 的 ho ED 使 得 
a; (ho) 一 Aaj» j= 1, mrt, L. 
因而 
D = ad ho. 口 


引 理 2 设 g 仍 如 上 述 X D € Derg. WHE Za © Ga 使 
得 对 hE 有 
Dh =h +Y a(h)za, (3.3.6) 
acA 
这 里 h CD, 而 zu 仅 依 赖 D, 与 h 无 关 . 
证 设 
Dh=h + D> yalh), (3.3.7) 


acA 
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这 里 及 ED, Yalh) E€ ga. 因为 
[h, hi] =0, Whi €h, 
所 以 我 们 有 


— Dalhi)ya(h) + DF ah) yo(hi) = 


aca acA 
Bp 
a(hi)yo(h) = a(h)yalhı), aE A, h, hy eb. (3.3.8) 


# alh) = 0, 取 hy 使 得 a(hi) 关 0， 则 (3.3.8) 推出 


Yalh) = 0. 
E Ya(h) =O 对 任何 hh € 60 成立， 我们 能 取 zu = 0. Mik 
有 hE 使 得 yo(h) 关 0, 故 a(h) 关 0. 取 
1 
a a 
于 是 (3.3.8) 导出 
1 
Yalhı) = aha) SRY (NY 
一 a(hı)Ta. 
因此 我 们 完成 了 引 理 的 证 明 . 口 


定理 3 若 g 是 Lie 代数 并 满足 条 件 (1)~(4). Ug 是 完 
备 Lie 代数 . 
证 设 cE€EC(g). FEcCEH. 因而 从 
lc, a] = a(c)za = 0, Za E Ga, MEA 


xc = 0, BH C(g) = 
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wig D € Derg. 引 理 2 推出 


Dh=h +Y a(h)£a, hed. 


acA 


因此 ， 有 
D+ad (x = € Derg 
acA 
5 
(pa (下 h=h' 
acA 
由 引 理 1 得 
k' = 0, 


并 有 唯一 的 ho Eb 使 得 
D+ad (x: ze) = ad ho. 
acA 


因而 
Derg = adg. 


所 以 g 是 完备 Lie 代数 . 


§3.4 半 单 李 代数 的 抛物 子 代数 


在 本 节 我 们 假定 g 是 半 单 Lie 代数 ， 其 基 域 F 的 特征 为 零 
而 且 是 代数 封闭 的 ， 又 设 日 为 其 Cartan TRÆ, A, Ay, A- 
和 二 是 g 对 于 的 根系 正 根 系 ， 负 根系 和 素 根 系 . 


Cartan 分 解 为 : 


g=b+ > Ba, 


acA 
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这 里 

ga = {x € gl[h, z] =alh)z, h € h}. 
我 们 知道 dimge = 1. g K Killing # (z, y) 在 b 上 的 限制 也 
是 非 退 化 的 . 用 此 事实 可 将 6 与 其 对 偶 空间 b* 等 同 . 所 以 A, Ay 
和 7 均 包 含 于 六 中 ， 同 时 还 有 


[h, ea] = (a, hjea, RED, ea € ga- (3.4.2) 


o 的 抛物 子 代数 在 同 构 意义 下 由 TT 的 子 集 Ih 唯一 决定 ， 记 
A Pun) 或 简 记 为 p. 因而 pin) 对 日 的 分 解 如 下 . 


pum) = bi 》 go, (3.4.3) 


acı 
这 里 Al 满足 下 面条 件 : 
Al 2 Aş; (3.4.4) 


Ay NAL = {a = 5 NiQsi Inj 一 0, Qi ¢ I}. (3.4.5) 
aell 

定理 1 特征 为 零 的 代数 封闭 域 上 半 单 Lie 代数 的 抛物 子 代 
数 及 Borel 子 代数 都 是 完备 Lie 代数 . 

证 Bp = pin) 是 9 的 抛物 子 代 数 (Borel 子 代数 作为 
TT, = 6 时 的 特殊 抛物 子 代数 ). 于 是 p 对 Cartan FRÆ b 的 分 
解 为 (3.4.3), 其 中 Al 满足 条 件 (3.4.4) 与 (3.4.5). 从 此 而 知 ， 
p H D, eu (Qi € I) 及 e-a; (Qs € My) 生成 . 

容易 看 出 p 适合 83.3 中 条 件 (1)~(4). 因而 由 定理 3.3 知 p 
是 完备 Lie 代数 . 口 

定理 2 特征 为 零 的 代数 封闭 域 上 单 Lie 代数 的 抛物 子 代 数 
及 Borel 子 代 数 都 是 单 完备 Lie 代数 . 

证 设 g 是 单 的 ， 其 它 符号 如 定理 1. 又 


p= Oa 


. 63. 


是 p 的 理想 直 和 分 解 . Eit h, h Eb, WA hi hi Ea i=l, 2 
(PB h= hi +h, h = hi +h, 所 以 我 们 有 


lh, h] = [hə, hi] = lh, h'] =0. 


这 些 推出 
(hi, hi] + (ho, hb) = 0. 
因而 
[hay hi] = [hz, ha] = 0. 
进而 
[hi, b] = [hi, b] = (0), i= 1, 2. 


于 是 h, ho eh, i =1, 2. 我 们 得 到 
b = bi + he, 
这 里 b; = Na (@=1, 2) 是 qi 的 极 大 交换 子 代数 ， 设 


a; = bi 十 》 aig, i= 1,2 


Bret 
是 qi 对 bi 的 根子 空间 分 解 . 现 因 
(hi, az] = [b2, a] = (0), 


故 对 每 个 O, AR a € A, 使 得 aig = ga. 因此 可 认为 
A; C Ay. 这 样 就 有 


A UA = A, ALN A, =Ø. 
& T= A017, w 
I = Ih U Ih, I, Ih, = @, 


及 

[Bai go] = (0), Hai € Ih, a; € Ih. 
这 些 导出 Ih, Ib 之 一 为 空 集 ， 另 一 为 I, Ri h = H, 
Ih =ø. W (b2, œa) =0, Va € H m [be, ga] = (0), Ya € H 
而 得 ， 故此 be = (0). AA b= Di Ca. 因而 


p= b + Íb, gı] C ay. 
于 是 p 是 单 完备 Lie 代数 . 口 


注 对 A, = sl(I+1, C), 有 素 根系 I = {Qi Q2, °° "5 ay} 
和 Dynkin 图 


a1 a2 a 
.Oo o 


A 对 应 i = {01,0 Q4-1} 的 抛物 子 代数 同 构 于 维 交 
换 Lie 代数 的 全 形 . 


83.5 构造 完备 李 代 数 
前 面 给 出 的 完备 李 代数 从 原则 上 说 是 已 知 的 一 些 李 代数 , 我 们 
只 不 过 是 认识 它们 的 完备 性 而 已 . 本 节 我 们 给 出 一 种 构造 完备 李 代 


数 的 方法 . 这 种 方法 是 可 以 进一步 推广 的 . 
定义 1 REF ELMER H 车 满足 


[H, H] = C(H), dim C(H) =1, 


则 称 为 Heisenberg KR. 
引 理 1 KV ERF 上 的 线性 空间 ，V* 为 其 对 偶 空间 ， 
Fc 是 下 上 的 1 维 线性 空间 4 


H(V) = ViV*+Fe (3.5.1) 


是 VV* 5 Fc 的 空间 直 和 . 
(1) 在 H(V) 中 定义 括 积 如 下 : 


[vit+fitric, v2+ f2+ zc] = (— falv) + filve))c (3.5.2) 
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这 里 U1, V2 € V, fi, fo € V*, Tı, T2 € F. 则 H(V) 是 
Heisenberg 代数 ， 称 其 为 由 V 生成 的 Heisenberg 代数 . 
(2) #1, T æ AV) 的 线性 变换 ， 定 义 为 
TI(v+ f+rxe)=v+ro, 


I*(v+f+re)= f+rzre, (3.5.3) 
vE V, JEV* ceEF. 


w Z, I* € DerH(V) E [J, I*] = 0. 

(3) 4 

m(V) = H(V)+F/4+FI". (3.5.4) 

m m(Y) 是 李 代数 ， 且 为 交换 李 代 数 FI+FI* 经 过 Heisenberg 
代数 H(V) 的 非 本 质 扩 张 . 

证 (1) 显然 ， (3.5.2) 是 反对 称 双 线性 的 ， 设 v E€ V, 
fi € V*, x; E€ F, ¿= 1, 2,3. m Jacobi 恒等式 可 从 下 面 计算 
得 到 ， . 


[vi + fi + zic, [v2 + fat+r2c, v3+ f3 + zcl] 
= [vi + fi + zc, (f2(v3) — fs(v2))c] 
一 0. 
由 (3.5.2), RANA 
[H(V), H(V)] = Fe = C(H(V)). 


因此 ， H(V) 是 Heisenberg 代数 . 
(2) 显然 ， lZ, I] =0. Rue V, fie V*, 2; € F, 
i 二 1, 2. mi 
(vi + fi + zc), vet fot zo2d) 
+i + fi + zic, I(vz + fo + 220)] 
= —falvile+ fılv2)c 
= I([v + fı +216, v2 + f2 + zx2 0d)). 
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故 I € DerH(V). 类 似 地 ，J* € DerH(V). 
(3) 此 结论 是 定理 1.3.1 的 结果 . 
注 ”我们 称 m(V) 为 由 生成 的 meta-Heisenberg 代数 . 
引 理 2 ii s 是 一 个 半 单 李 代 数 ，V 是 5 模 ， 则 下 面 结果 
成 立 . 
(1) VV 生成 的 meta-Heisenberg 代数 m(V) ERA s, 
满足 


a(v+ f+act+yl 4+ 2I*)=avtaf, (3.5.5) 
aes, vEV, fev", ay, zeF, 
这 里 af EV EXX 
a f(v) = f(av), (3.5.6) 


mis 在 m(V) 的 作用 如 同 m(V) 的 导 子 . 

(2) 存在 5 经 过 m(V) 的 非 本 质 扩张 g, 其 根基 为 m(V)， 
军 零 根基 与 nil 根基 均 为 HV). 

证 (1) 容易 验证 MV) 是 一 个 5 模 对 于 a € s, Ti, Yi 
za EP, u EV, fiEV*,1 = 1,2, 我们 有 


a(fu + fi + rie +y +z I*, v2 + fa + zr2ctt yl + z21*]) 
= yav + 21a f2 — yar, — z220 fı 
= ja(vı + fı + aiet yl + z I*), v2 + f2 + rac yol + zq1*| 
+[u + fit ric + yl + 2I*,a(ve + fo + ree + yl + z27°)], 


Bs 在 m(V) 上 的 作用 如 m(V) 的 导 子 . 
(2) ”由 定理 1.3.1, 


=s+m(V) 


是 5 经 过 m(Y) 的 非 本 质 扩张 . 因为 5 是 半 单 的 ，m(Y) Bg 
的 可 解 理想 ， 故 m(V) 为 g 的 根基 ， g 的 军 零 根基 为 


lg, g| Nm(V) = [g, m(V)] = H(V). 
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g MOR ARS BE, BP g 的 nil 根基 . 
是 交换 李 代 数 ， 于 是 B= idy € DerV, 所 以 


n(V)=V+FE, (3.5.7) 
是 FE 经 过 VV 的 非 本 质 扩 张 ， 其 中 括 积 为 
[v + zi E, v2 + z3 E| = £1 02-22%, (3.5.8) 
U1, v2 € V, Xi, 2 E F. 


如 5 是 半 单 李 代数 ， V 是 一 个 5 模 ， 则 有 5 经 过 n(V) 的 
非 本 质 扩张 
st+n(V), 


满足 


[ay +v +z E, az + v + z2 E] 
= lai, az] + QlV2 + T1U2 一 Qo201 一 TV1 (3.5.9) 
a1, Q2 E€ 5, V1, VAE V, Ti, T2 € F. 


定理 3 Ks 是 复 半 单 李 代 数 ， Ui, V, 1 <i <m; 
1<J Sn ÆA s- 模 . 又 设 


n= H(U,)@:---®H(Un)O@U@---@V,, (3.5.10) 
t=m(U;)@---Om(U,) @n(V,) S- @n(V,). (3.5.11) 


则 存在 一 个 完备 李 代 数 g, 其 Levi FRA, HA, BRERA nil 
根基 分 别 同 构 于 s, fr mn 5n. 
证 ”很 明显 ， 我 们 可 以 构造 5 过 站 的 非 本 质 扩 张 


g= stv. 


AAS, Tt 各 自 是 半 单 ， 可 解 的 ， 所 以 $,t 分 别 是 g 的 Levi FR 
数 ， 根 基 . g 的 寡 零 根基 为 


[g, t] =n, 
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这 也 是 g 的 nil 根基 

为 证 明 g 是 完备 李 人 代数， 只 要 证 明 g 满足 定理 3.3.3 PRE 
(1)~(4). 

设 ho 是 5 的 一 个 Cartan FARM, s X bo 的 根子 空间 分 


解 为 
s = bo 十 5 Sa- 
acEAo 


设 Ui 的 最 高 权 为 A, BRA Ay. 则 US 的 最 低 权 是 一 和 i = 
Aj, RRA A? = A. BEV) 的 最 高 权 ， 权 系 为 Cj D X 
Ui, Uf 和 Vj 对 bo 的 权 子 空间 分 解 各 为 


U= >》 Up 


HEA; 
Ur = >》 Uy, 
peat 
和 
V=) Vn 
BEX; 
容易 证 明 


b 一 bo 寺 > Chi CHY CE, 
i=l i=1 j=l 
Æ g 的 Cartan 子 代 数 ， 而 且 是 交换 的 . FR g 对 b 的 分 解 为 


g=b+ >> et SY Ui, 


ac€Ag i=l pea; 
FE use) OT He 
HEAY I=1 ped; 
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显然 ， 对 任何 hE€ 9, adh 是 半 单 的 . 
现 对 a E Ao, 我 们 将 aw 扩充 到 日 上 为 


a(h) = a(h), h € bo; 
alk) = a(l) =a(E;)=0, 1<ic<m,1l<j<n. 


将 LE Ai 扩充 到 日 上 为 
u(h) = wh), h € bo; 
m 


Ik) = ôi k, l<k<m; 


wf) = w(E;)=0, 1< kom, l<jK<n. 


( 
扩充 we At BH EX 
u(h) = wh), h € bo; 
wg) = iks 1<k<m; 
uk) = WE) =0, lo km, 1<} <n. 
re ued; 到 上 为 
u(h) = ph), h € bo; 
(Er) = ô; k, l<k<n; 
u) = w(t) =0, 1<i<m. 


于 是 车 1, +--+, 0 是 Ao 的 素 根系 ， 则 


Oy, Q2, `t, QI, 
Ar, Aa, ott, Am; 
AD 入 2， a) Am 
O1, 02, tt, On 


是 0” 的 基 ， 且 
Staps Ui Ais U ys, V; 


i 705) 


l<k<l,l<i<m1<j<n 
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是 1 维 的 . 
很 明显 ， 一 和 i, 一人;， —0;,1< rim, LS] <n EER, 
—ak, 1 <k <l 是 根 ， 而 且 


[Sar Sax] # (0). 


显然 ， p, Stak) Ui zis OF ys, Vio; 1 < k < L, 1 < i < m, 
l<j<n Em g. 
所 以 g MERE (1)~(4), 因而 g 是 完备 李 代数 . 口 


第 四 章 ”可 和 解 完备 李 代数 


本 章 主 要 讨论 可 解 完备 李 代 数 的 一 些 性 质 . 可 解 完备 李 代 数 是 
由 一 个 军 寒 李 代 数 和 其 上 的 极 大 环 面 构成 . 形式 虽然 简单 ， 但 仍 有 
许多 问题 有 待 进一步 研究 . 
84.1 一 般 性 质 


本 节 介 绍 的 可 解 完备 李 代 数 的 许多 性 质 ， 虽然 有 的 早已 得 到 ， 
但 是 却 不 是 用 完备 李 代 数 的 语言 . 我 们 均 改 用 完备 李 代 数 的 语言 
引 理 1 设 8 是 一 个 李 代 数 ， 且 dim g > 1. m 


C(g) € g™ = [g, g] (4.1.1) 


成 立 ， 当 且 仅 当 g 不 能 分 解 为 g 的 一 个 交换 理想 与 另 一 理想 的 直 
All. 
证 ka, gi 分 别 为 g 的 交换 理想 与 理想 ， 并 使 


g=a9g. 
于 是 
a C C(g). 


所 以 
g® = [a®gi, a@gi] = gy” G gı- 
这 就 导致 (4.4.1) 不 成 立 
反之 , 设 (4.1.1) 不 成 立 ， 以 na 表示 C(g)A[g, g| £ Cig) 
中 的 补 子 空间 ， 故 a 为 g 的 非 零 交 换 理 想 .， 设 [为 a 十 [g, gl] 在 
g 中 的 补 子 空间 ， 又 


gı ='+[g, gl. 
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于 是 g 是 g 的 理想 ， 而 且 
g=a4a9g. 


如 果 g AO, 则 g 是 交换 理想 a 与 理想 g 的 直 和 ; 如 果 
g 二 0, 则 g = a 是 交换 李 代 数 ， 又 dimg > 1. 放 8 大 本 分解 
的 ， 且 任何 理想 都 是 交换 的 . 
引 理 2 RG 是 李 代 数 , 其 中 心 C(g) 40, 又 它 的 理想 
Æ codimh = 1, bh D C(g). m jg, C(b) 是 C(b) 的 真子 集 ， 
即 
[g, C(b)] c C(b). (4.1.2) 


iE 从 codimh = 1, 我 们 可 取 e € g 使 得 
g = Fetb, 
这 里 下 是 g 的 基 域 .又 0 < 9, 从 而 C(h) dg. 于 是 
lg, C(b)] = [Fe, C(b)]. 
注意 到 b D C(g), 故 C(g) S C(b). 从 而 有 
keradelcm 2 C(g) #0. 


于 是 
dim C(h) > dimfe, C(h)]. 


因此 (4.1.2) 成 立 . o 
定理 3 kg EFRA, WE 


(g, 9] A g, (4.1.3) 
C(g) # (0). (4.1.4) 

则 
Derg # adg. (4.1.5) 


进一步 ， 若 g 有 理想 直 和 分 解 如 下 : 


g=Fe@ qu, (4.1.6) 
而 且 

[gi, gı] = 91, (4.1.7) 

C(g1) = (0), (4.1.8) 
WFE g 的 半 单 外 导 子 . 否则 存在 外 导 子 D 使 得 D? = 0. 


证 首先 我 们 证 明 ， 如 果 g 满足 (4.1.6), (4.1.7) 与 (4.1.8)， 
则 存在 半 单 外 导 子 ， 设 线性 变换 D 满足 


D(Aet+7z)=Ae, AEF, x € gy. 
容易 验证 D 是 g 的 半 单 导 子 . HF ee Clg), 故 D ¢ adg, B 
D 是 g 的 半 单 外 导 子 . 顺便 注意 到 在 此 情形 ，g 一 定 满足 (4.1.3) 
与 (4.1.4) mA C(g) Z g®. 
在 g 满足 (4.1.3) 与 (4.1.4) 的 一 般 情 形 ， 又 可 分 为 两 种 情 
th. 
(1) C(g) Z g™. 由 引 理 1 的 证 明知 ，g 有 分 解 (4.1.6). 
如 果 [91，91] A gi, 则 可 取 线 性 变换 D 使 得 
D(gi) = Fe, D (Fe + of) =0. 


显然 
D? = 0, [D(g), g] = D([g, g]) = 0. 
所 以 DE Derg. 18 Vr, y € g, 
ade(y) = {z, y] € g® = gP 


所 以 D 4 adg, 即 D 是 外 导 子 . 
如 果 C(gi) 关 0,. RE Xo € C(gi), to # 0, €X D 如下; 


D(\e + z) = Ato, AEF, z € gy. 
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显然 ，D? = 0, 并 从 C(g1) C C(g), g = gf 知 D € Derg. 
BM e €C(g) 知 D 是 外 导 子 . 
(2) C(g) Cg". 由 (4.1.3) 知 存在 g 的 理想 日 使 codimb 
=1. 从 而 
b 2 g™ D C(g). 


从 引 理 1 有 [g, C(b)] C C(b). Me ¢ b, z € C(b)\ fg, C(b)] 
及 线性 变换 D 使 De = z, Db) = 0. w D? = 0， 又 对 
z, y Eb, à, u EE 我们 有 


D([\e +z, pe + yl) = 0 


及 
[D(àe + x), ue +y] + [e +z, D(ue +y) 
= (Az, pe +y] + [e +z, pz] 
= Mn[z, e] + Mnle, z] 
= 0. 
Aut, De Derg. 


me D E adg, WHEACEF 5 xebh #8 D =ad(àe+ 
zt). 但 Dz = 0, 从 而 有 


Ale, z] = [Ae + z, z] = Dr =0. 


me AAO, W le, cg] = 0. 所 以 De = [Xe +a, e] = 0. 这 与 
De =z #4076. mR A=0, W D = adr. K D(b) = 0 
Ax € C(b). FÆ z = De = |z, el € [g, CO] 而 这 与 
z € C(b) \ ig, CH) FE. 所 以 D 是 9 的 外 导 子 . 5 

推论 eg 是 可 解 李 代数 ，C(g) # (0) 并 且 dimg > 1. 
则 存在 g 的 外 导 子 D 使 得 D? = 0. 

证 ”从 上 面 定理 知 g AST; 而且 只 要 证 明 g 有 分 解 (4.1.6) 
时 ， gf Ag. 其 实 Hg 继承 了 g 的 可 解 性 知 这 是 显然 的 事 
SE. 口 
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定理 4 可 解 李 代数 g 是 完备 李 代数 当 且 仅 当 Derg = adg. 

证 ”由 完备 李 代数 的 定义 知 ， 8 是 完备 李 代 数 时 Derg = 
adg. 

反之 ， 当 Derg = adg 时 ， 由 于 g 可 解 ， 故 g Ag. WR 
C(g) A 0, 则 由 引 理 3 有 Derg # adg. RSRKRAF IE. tha 是 
完备 李 代数 

定理 5 设 9 是 完备 李 代数 ，a 为 其 交换 理想 ， 同 时 jan 
REO. WA FIAR. 

(1) 存在 一 个 子 代 数 b 使 得 


g=a+b, b~ B= {adb|, | VbeE b}, 


mA B Æ gila) 的 Cartan 子 代 数 . 

(2) 又 车 g 的 基 域 是 代数 封闭 的 , 则 g 是 2 维 完备 李 代 数 的 
HM. 

证 (1) 因为 ga BREW, RIA g Ca. 从 引 理 2.1.2 
与 引 理 2.1.3, 可 得 

g=g°+6, 
RE b 是 g HRS, A Calg) = C(g’). 因为 a 是 交换 
的 ， 所 以 
a C Clg”) = Cig) =g Ca. 

.因而 a = g* = C,(a), B Co(a) = Cola) Nb = 0. 这 就 推出 
b ~ B={adbl, | Vb Eb} RBH gl(a) 的 宕 零 子 代数 ， 设 
D E€ Noa (B). WA g 的 线性 变换 D1 满足， 


Dia = Da, Va € a; adD,b|, = [D, adb|,], Vb € b. 
FÆ, Maca, bEbG 


Dy ([a, b) = D(a, b)) = —D(adbla(a)) 
= —({D, adb|,]a + adbla Da) 
— ([Dib, a] + [b, Dia)). 


由 此 易 证 D1 E€ Derg = adg. MA a, E€ a, by E b 使 得 
Di = ad(ai + bı). 于 是 D = Dila = adbil E B. Am BE 
gl(a) 的 Cartan 子 代数 . 

(2) FA B Æ gl(a) 的 Cartan 子 代数 , 可 取 a 的 基 ay, ao, 
"3 ün, 及 B 的 基 B1，B2,…， Bn 满足 Bia; = 6ijaj, 1 < 
a, 7 <n. 于 是 b AR bi, be, trey bn 满足 [6;, a; = 6; 55. 
再 从 ad|b;, bla = [Bi Bj] = 0 得 出 [b;, bj] = 0， 所 以 
g: = L(a;, b;) 是 g 的 2 维 完备 理想 H 


g=9: P92 P- Dgn. a 


推论 ga 是 交换 的 ， 且 dimg = 2dima. 口 
84.2 可 解 完备 李 代 数 的 结构 


本 节 将 讨论 可 解 完备 李 代数 的 结构 . AX, CREEZE 
数 加 上 其 上 的 极 大 环 面 . 为 简单 起 见 ， 我 们 假定 所 讨论 的 李 代数 是 
复数 域 C 上 的 有 限 维 李 代数 . 
定理 1 设 1 是 可 解 完备 李 代 数 .` 则 以 下 三 个 结论 成 立 . 
(1) 【有 分 解 : 
[= b+n, 


其 中 日 是 1 的 极 大 环 面子 代数 ，n E OMAREOM, HEE 
零 根基 . 

(2) adh 在 n 上 的 限制 adbl。 是 Dern 的 交换 子 代 数 ， 也 
En 上 的 极 大 环 面 . 

(3) 日 同 构 于 n 上 极 大 环 面 . 

证 (1) 因为 【是 完备 的 ， 故 可 将 其 等 同 于 adl = Derl. 由 
定理 1.2.3, R (KTR, TASR: I= bin. 其 中 ，b 是 交换 
的 ， 而且 YZ eh, adr 是 半 单 线性 变换 ，n 是 满足 Vy € n, ady 
WEE EAE RA EE 

由 【完备 知 ，YZ Cl 存在 唯一 的 x, Ty Cl 使 得 


(adzjs = adz,; (adz), = adz,; £ = £, + Ln 
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和 
[= {zs |z EI}+ {rn|z €t. 


不 难看 出 日 二 {r,r E€, n={e,|ce 分 别 是 [的 极 大 环 
面子 代数 与 寡 零 根基 . 

(2) g tÆ n HEARE, Et adbln. 对 DEt, RINE 
义 

D-h=0, vheh. 

易 知 D €e Derl. & Sh € h, n € n 使 得 D = adh adn. 
但 D, adh 都 是 半 单 的 ， adm BREW, PLL adn = 0, 于 是 
n=0. 因而 D € adbl,, 2) 获 证 . 

(3) 因 是 完备 的 ， 故 C(h) = (0). FÆ, 对 hi, he € 
b, hi = ho, 4HM24 adhi = adha. MAR 1), 得 adh, = 
adh: 当 且 仅 当 adhy|, = adhola. 因此 3) R. . 口 

定理 2 当 [= 十 n 是 可 解 完 备 李 代数 时 ， 有 

(1) 【对 bh 有 根子 空间 分 解 


[= bi 》 na 


aet* 


其 中 
na = {x Enllh, z} = a(h)z, VRE HY Cn. 


(2) FE n 的 adb|n-msg (简称 6-msg), {e1, e2, ---, en} 
使 得 ei € na, 1 <i<n; 

(3) YR E b, h #0, Ja € A E alh) £0. 

证 结论 1) 5 2) 是 定理 1 和 定理 1.3.3 的 直接 推论 ， 如果 
注意 到 h CH 满足 a(h) = 0, Vac A. Wy fh, nl=0. 又 
[h, bh] = 0, FÆ h € C(D = 0, Bh =O. 因此 结论 3) 亦 成 
立 . 口 

推论 3 设 1= 日 十 n 是 可 解 完备 李 代 数 ，n 如 定理 1 
所 述 . 则 C(n) = Ci(n). 


. 78. 


证 wR, C(n) c Cln). Rheh,cenbrt+he 
Ci(n). on 的 h-msg {ei, €2, tt; en}. 则 有 


[h+ z, ei] =a;(h)e; + (x, ei| = 0. 


因而 
a;(h)e; 一 [h, e;] = [z， e;] = 0. 
故 
fh, n] = 0, ie. h € Ci(n). 


但 [h, h] = 0. 所 以 hE C(D = (0). 因此 结论 得 证 . o 

定理 4 kh = htn, i= 1, 2 是 两 个 可 解 完 备 李 代数 ， 
REREAD, 1 二 1, 2. Uh 与 k AWYR n 5 n A 
构 . 

证 ALAA, Hn 2 WERE, 故 nl 同 构 于 no. 
PLB 是 ni 到 No 的 同 构 映 射 由 定理 L, b: 同 构 于 ad0;|n,, 后 
者 是 ni 上 极 大 环 面 . 故 可 认为 bi 是 ni 上 的 极 大 环 面 . 很 明显 ， 
met: D — Dot, VD € Dern, 是 Dern, 到 Dern: 的 
同 构 . 因此 php’ 是 no 上 的 极 大 环 面 . TE, FEO Aut na 
使 得 

A(phiy *)0~* = be. 


定义 PHA 
phy + Z1) 一 (Op)hi (bp)! + (Op) (21), hy € hi, Ti EN). 


则 能 直接 验证 p 是 bi 到 [2 的 向 构 . z 

上 上 面 的 讨论 清楚 表明 可 解 完备 李 代 数 一 定 是 寡 零 李 代 数 与 它 
上 面 的 极 大 环 面 之 和 . 但 是 反 过 来 却 不 然 . 特征 寡 零 李 代 数 与 它 上 
面 的 极 大 环 面 之 和 仍 是 特征 窜 零 李 代 数 ， 自 然 不 是 完备 李 代 数 ， n 
维 交 换 李 代数 是 极 大 秩 的 寡 零 李 代数 , 它 与 它 上 面 的 极 大 环 面 之 和 
是 完备 李 代数 . 因而 , 第 零 李 代数 与 它 上 面 的 极 大 环 面 之 和 何 时 是 
完备 的 , 何 时 不 是 完备 的 是 一 个 耐人寻味 的 , 尚未 完全 解决 的 问题 ，. 
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84.3 极 大 秩 可 解 李 代数 


本 节 将 讨论 极 大 秩 需 零 李 代数 与 其 上 的 极 大 环 面 所 构成 的 李 
代数 ， 这 是 一 类 可 解 完 备 李 代 数 . 我 们 以 后 还 要 讨论 这 类 代数 与 
Kac-Moody 代数 的 关系 . 

KO ERPE n 上 的 极 大 环 面 . 则 [= htn 是 可 解 李 
代数 . 在 本 节 中 ， 我 们 假定 所 讨论 的 可 解 李 代 数 均 是 这 类 李 代 数 ， 
并 将 rankn 称 为 【 的 秩 . 

定理 1 RI =h+n 是 极 大 秩 可 解 李 代 数 ， 并 且 【 对 日 有 
根子 空间 分 解 为 : 

[= bi 》 na 


acA 
其 中 
Act, na= {zx E n|[h, zr] = a(h)z, Yk € b}. 
则 有 以 下 结果 : 
(1) 存在 n 的 b-msg 
{Zz1) Ta, 7", Ln} 
AA 的 子 集 
I = {a,, Og, +77, Qn}, 

使 得 


[h, zi = ai(h)zi, Vh € b, 
Bl Ti E€ la, + 此 时 称 
{x1, TQ, 71", En} 


和 根 


I = {a,, Qe, +t", Qn} 
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(2) O Æ b 的 基 . 
(3) #a€A, 则 存在 唯一 的 Nn 重组 


(ki, ko, +++, kn) ki € Z4 = NU {0} 


n 
a= > ki@i. 
i=1 


从 而 A C b* \ {0}. 
(4) #@ lal = Ek, Mpwnh BSE (BH, p 满足 
一 1 


n?-! £ 0, {8 n? = 0), MW 1 < lal <p. 

(5) Vac A\Z, # a; © TH a-—a;, EA. 

(6) dimna; =1, i=1,2,---,n. 

证 (1) 这 是 定理 1.3.3 的 直接 结果 . 

(2) 因为 【 即 n 是 极 大 秩 的 ,所 以 dimh = dimn/n, nj = 
n. 再 由 日 是 n 上 极 大 环 面 ，{X1， T2, …， In} 是 n 的 D-msg， 
得 知 h Ebh, h=0, 当 且 仅 当 [k, x] =0, l<i<n, 当 且 仅 
4a(h)=0,1<icn. Wii 7 Æ b* 的 基 . 

(3) 5 (6) A M Æ b* 的 基 和 {zi, T2, ---, Zn} 是 -msg 
立即 可 得 . 

(4) 由 徊 零度 的 定义 即 可 知道 . 

(5) ża c A\ I. we m>1, 


za， [zi,, [Pinas Lin] n -J| 天 0， 


So ai, = Q. 
k=1 
BR, a-a, EA. o 
定理 2 设 n 是 极 大 秩 寡 零 李 代 数 ，D 是 n 上 极 大 环 面 . 则 
[= b+m 是 可 解 完 备 李 代数 . 
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证 hEm lm h Æl Cartan FRA, H 
{X1, TQ, 77", In} 


生成 [， 不 难看 出 【满足 83.3 中 条 件 (1)~(4). 因此 【为 完备 李 
代数 .自然 ，I 是 可 解 的 . OD 
推论 3 ”两 个 极 大 秩 可 解 李 代数 同 构 , 当 且 仅 当 它 们 的 符 零 根 
基 同 构 . 
证 这 是 定理 2 与 定理 2.4 的 必然 结果 . 0 
定理 4 (1) Rn 是 宕 零 李 代数 ， 并 有 理想 直 和 分 解 ， 


n= Pm p- en. 


则 n 是 极 大 秩 的 ， 当 且 仅 当 ni (i= 1, 2, ---, t) PERAK 
的 ， 
(2) 极 大 秩 可 解 完备 李 代数 是 单 完备 的 ， 当 且 仅 当 其 宕 零 根 基 
是 不 可 分 解 的 . 
证 (1) BH An, 上 的 极 大 环 面 (i = 1, 2,---, t) 很 
t 
明显 ， = Ob Bn 上 的 极 大 环 面 ， 且 


i=l 


dimh = 》 dimh; 


< S5 aim(n/n, n:]) 
= dim(n/n, n}). 


故此 ， 结 论 (1) 成 立 . 

(2) 设 [ 是 极 大 秩 可 解 完备 李 代 数 ， 但 是 不 是 单 完 备 的 ， 则 
有 【的 理想 直 和 分 解 ， 【二 [1 Ol. 因此 [的 寒 零 根基 能 分 解 为 
L, i 二 1，2 的 赛 零 根基 的 直 和 . 

现 设 【是 极 大 秩 可 解 完 备 李 代 数 ,其 寡 零 根基 为 n = nl Ong. 
则 由 结论 (1), mi, n 都 是 极 大 秩 的 . Hot, to 分 别 为 my, n 上 
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的 极 大 环 面 W h = ttn, h= t +n: Mh Dh 都 是 完 
的 ， 从 定理 24, 同 构 于 [i 四 [2. 这 意味 着 [ 不 是 单 完 备 的 . O 


§4.4 非 极 大 秩 可 解 完 备 李 代 数 


定理 1 存在 可 解 完 备 李 代数 ， 其 军 零 根基 不 是 极 大 秩 的 . 
证 ”此 定理 可 由 下 面 例子 证 明 . 0 
例 1 设 [ 为 李 代 数 ， 其 基 hi, h2, £1, T2, T3, Z4, £s W 


足 : 
[hi, he] = 0; (4.4.1) 
|z, Tə] = T4, 
(21, x4] = [x22, £3] = Zs, (4.4.2) 
[zi, z; =0, #i+j>5; 


f [hi, zi] = (ôi + 203; 十 04; 十 205i)2i (4.4.3) 


(ho, Zi] = (f2: + 4i + 555) 2%. 
Wtl=b+n, žE 6 = L(hi, ho) 既是 【的 极 大 环 面子 代数 ， 
也 是 Cartan 子 代 数 ， n= L(x, T2, ©3, T4, Zs) 是 OU OE 
FRE. 很 明显 ， 可 看 作 n 上 的 环 面 ， 并 且 {21, ro, £3} 为 
h-msg. C(I) = 0. 

设 D €e Derl A 
Dhi = yar ijj + Dj bijhj, i=1,2; 
Dz; = rat Q442 50; + Di bi+2 jh;, 1 一 1, 2, 3. 
用 (4.4.1), (4.4.2) 和 (4.4.3), 可 得 

Dhy = 44121 十 al1373 十 al1474 十 Q1575， 
1 

Dho = az272 + Q1474 + 301575, 

Dax, = 3121 + a2274 + A1425, 
1 

Dgr = a4272 — 44424 十 gu 325, 


Drz = 2a3 123 — A2275. 
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从 这 些 可 发 现 D = adr, HP r A 


azıhı + aa2h2 — a1 1£1 一 Q2272 


— 5413%3 — Q14T4 — HQ15T5. 
2 2 


ALA CRERM, HRS 的 秩 为 2, 而 极 小 生成 元 组 中 
元 素数 为 3. 所 以 n 不 是 极 大 秩 的 . 口 
为 了 讨论 非 极 大 秩 可 解 完 备 李 代数 ， 我 们 需 推 广 定理 3.3.3. 
引 理 2 k h EFRA g 的 Cartan 子 代数 ,而且 AH 是 交 
eA. 又 g ot H 的 根子 空间 分 解 为 : 


g=0+ 5 ga, 


acA 
其 中 A Ch \ (0), 并 生成 b”, 又 
ga = {x € g|[k, z] =a(h)z, heb}. 
则 有 下 面 结果 : 
(1) C(g) = 0; 
(2) 记 Do = {¢ € Derg| (h) = 0, he bh}, w 
Derg = Do + adg. (4.4.4) 


证 (1) 因为 g 的 中 心 必 在 Cartan 子 代数 中 ， 所 以 ， 如 果 
h € Cg), m 


Ih, £a] = a(h)£a, Va E A, Za E ga. 


注意 到 A ER h, wh = 0. 于 是 (1) 成 立 . 
(2) #heh, De Derg, GEA, ys € ga E yg £0. 进 
一 步 ， 设 
D(h) =h + >》 ta, Za € ga, 


acA 
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D(ye) =h" +o Yh, Ya E ga 
acA 
M D([h, yal) = B(A)D(ys) = [D(h), yal +[h, Dlya)], 我 们 
知道 
B(h)yg = B(h')ye + B(h)yp- 
所 以 
B(h’) =0, VB EA. 


因为 A 生成 四 , 所 以 hv = 0. 这 意味 着 


D(h) = `> Ta- 
ach 
现 设 
D'=D+ 》 (a(h))'adza. 
a(h)#0 
显然 
D'(h)= X. aa. 
a(h)=0 


如 果 还 能 证 明 D'(h) €b, 则 由 日 交换 , 得 D'(h) = 0. 
(2) 也 成 立 . 欲 证 D’(h) € b, 只 要 证 [D'(h), hi] = 0, Vhy € 
事实 上 ， 从 上 面 讨论 知 


D'(hi) = 》 zu 


acA 
- Sat Do 
a(h)=0 a(h)#0 
Za © Ba- 


再 由 [h, hi] = 0, 有 [D’(h), hy] = [D'(hi), A]. 因此， 
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一 5 a(h)zaq 一 ` a(h)zq 


a(h)=0 a(h)#0 
二 一 5 a(h)za- 
a(h)#0 
所 以 l 
`> a(hy)tq = ` a(h)zq = 0. 
a(h)=0 a(h) #0 
即 [D'(h), hi] =0, Yh E€ b. 口 
定理 3 bb Rete g 的 Cartan FRR, MAW: 
(1) h 是 交换 的 ; 


(2) g 对 日 的 根子 空间 分 解 为 : 


9g=D 十 》 ga, 


acd 
其 中 A Ch \ (0), 并 生成 ,又 
ga = {x E€ glih, t]=a(h)z, heb}. 
(3) Æ A FPA b* HERTHA Qi, Q2, 0, O 使 得 
dim ga, = 1; 


H b 5 {9a 1 <j <1} ER g. 
(4) 设 Tj € Ga,, z; #0, X al， a2，…'，or 是 0 的 
基 . Wet s(r+1<s<)e 


t r 
Qs = > ki sQj; 一 > ki sj, 
i=1 i=t+1 


这 里 kis € N U (0), (ji, 72， ” jr) 是 (1, 2, a) r) 的 置 
换 ， 忽 略 [ ，] 中 的 次 序 与 括号 的 方式 ， 有 


[Typo Pj Lj Ti Thy + Thy] 
一 一 一 —— 


kis T kts D 
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[Tj Tj Tye Tj Th Eka- 
ee md 


kepis T krs T 


WW g 是 完备 李 代 数 ， 
证 从 引 理 2 知 ， 只 要 证 明 Do 


= {¢ € Derg|¢(h) = 
0,hEb}Cadg. i DED, Vill <i< 


l), heh WA 
[h, D(zi)] = [h, D(z;)] + [D(h), xj] 
= D([h, Ti]) 


因为 dim go, = 1, 所 以 
D(z;) = dizi, DE Do, Xi; € Ba; 1S1 L. (4.4.5) 


由 条 件 (3), 可 得 


万 区 和] 
— ee N— pone” 
kis? kes N 


= Dl[zj Tj Ti Tj Th TR] 
kt+1s 个 krs 个 
由 此 及 (4.4.2), 有 
t r 
ds =Ñ kidi- YO kisdi, r+1<8<L 
i=l i=t+1 
因为 Or, Qa, e, Oy 是 D 的 基 ， 故 存在 ho Ch 使 得 
a;(Ao) = di, t= 1, 2, cee OT. 


于 是 
adho(z;) = d;x; = D(2;), 1 < 1 < l; 


. 87 . 


adho(h) = 0 = D(h), Yh €b. 


即 D = adho. 这 样 就 证 明了 定理 . O 
容易 看 出 ， 例 1 中 的 李 代数 满足 此 定理 的 条 件 . 
Virasoro 代数 D 也 是 一 个 在 物理 学 中 常见 的 ( 复 ) 李 代数 ， 
ERE di (i E€ Z), c, HRA: 


i, l. . ， 
[di, dj] 一 Gj ~ 1)di+j + pw 7 j)ôi, —jC, 1, J € Z; 
[c, dj] =0, Vie Z. 


ER, CC®) = Ce. 
定理 4 AMA Witt 代数 


0=0/Cce 


是 完备 李 代数 . 
证 可 以 假定 di (i € Z) 是 0 的 基 ， 并 有 括 积 : 


(di, dj] = (j — i)di+;. 
于 是 0 由 do, dir, d+2 ER, Cdo 是 Cartan FARR, MAW 
A = {a;]i = +1, +2, ---}, 
这 里 a (do) = 1, H 
da, = Cdi, i=l, $2, .... 


显然 ，0 满足 定理 3 的 条 件 ， 因此 是 完备 李 代 数 . 口 
定理 5 设 0 及 dili EZ) 如 定理 4 所 述 . 又 


D4 = > Cd;. 


i>0 
则 下 面 结果 成 立 . 


(1) 04, 是 完备 李 代 数 . 
(2) 对 n E€ N, 李 代 数 


On = 01/ X Ca; 


i>n 

是 可 解 李 代数 . 

(3) 0, 是 完备 李 代 数 ， 当 且 仅 当 n = 二 2 或 n>6. 

证 (1) 容易 验证 0 满足 定理 3 的 条 件 ， 因 而 是 完备 的 . 

(2) 此 结论 非常 明显 . 

(3) n= 1, AA dim? = 1, 故 01 不 是 完备 的 . 

n = 2, H dim 2 二 2 和 02 非 交 换 ， 故 Oo 是 完备 的 . 

n = 3, 03 的 起 零 根基 是 2 维 交 换 的 ， 故 其 上 的 极 大 环 面 应 
是 2 维 的 . 于 是 03 不 是 完备 的 . 

n = 4, 04 WHERE 3 维 Heisenberg 代数 ， 其 上 的 极 
大 环 面 应 是 2 维 的 ， 故 04 不 是 完备 的 . 

n=5,% 7 #0, 到 05s 的 自然 同 态 ， 又 


m(di), ™(d2), ™(ds), (da) 

是 05 的 寡 零 根基 n 的 基 . 
{ (di), (da) } 

是 的 极 小 生成 元 组 . n 中 的 线性 变换 hi, h 在 

m(d,), (dz), m(d3), (da) 
下 的 矩阵 分 别 为 : 

diag(1 0 1 2), diag(0 1 1 1). 
容易 看 到 hy, ho E Dern. Kn 的 秩 为 2. 因此 ds 不 是 完备 的 . 


n > 6, 设 T 是 OL 到 On 的 自然 同 态 . 故 T(do)， T(di)， a) 
1™(dn-1) 是 On 的 基 . 因为 


[x(do), 7(di)] = ir(di), 0O<i<S, 


并 且 (do), Vb r(d,), (dz) 生成 On; X 


6 


(da), (MEx(ah), rd 
= (Palin), Era), Era), (ae) 
# 0, 
因此 ， On 是 完备 李 代数 . g 


0,0, 5 Dn, (n Al, 3, 4, 5) 外 ， 还 有 李 代 数 满足 定理 
3 的 条 件 . 下 面 就 是 一 个 例子 . 
例 2 设 李 代数 g 有 基 hı, ha, Ti, T2, T3, T4, T5, Y, 括 


积 为 
[z 1， z] = ( 一 615) 214); 1 十 7 < 5; 
[zi， zj] =0, 1 十 7 >5; 
[x2, zj] =0, IFA, 
(xi, y] = 0i2T5; 
(hi, h,| = 0, 1 <:, J <2; 
[hy, zi] = (di1 + i3 +204 + 36i5)Ti; 
(ha, y] = 3y; 
[hz, vi] = (1 — 651) 23; 
[he, y] =v. 


容易 验证 此 李 代 数 满足 定理 3 的 条 件 ， 因 此 是 完备 的 . 但 是 它 不 是 
定理 5 中 的 类 型 . 口 

最 后 我 们 举 一 个 不 满足 定理 3 的 条 件 的 完备 可 解 李 代数 的 例 
子 . 


19 
例 3 n= 》Czri 是 一 个 李 代 数 ， 其 结构 常数 CH 为 
i=1 


+1 或 0, 其 中 为 1 的 如 下 ， 
C$, C} Cig Ci CHR C7 C023 
CH Clé Cls ch Ch C28 Cib 
容易 验证 
19 19 
n2 一 X Cr; n? = X Cai; nt = 0. 


因而 n PERRERA, 极 小 生成 元 组 含 7 个 元 素 , RERA 3. 存在 
n 上 的 极 大 环 面 是 使 得 xX;, 1<i< 7% b-msg, A dimh = 5. 
g= 二 十 n 对 的 根系 为 


A={ Qi, Q2, Q3, Q4, Q5, Q1 十 Os, 
Qi 十 Q5，Q2 + Q3, A2 + Q5, Q3 + Q4, 
Q1 + Q3 + Q4, Q2 + Q3 + Q4, a3 + 4 — as }. 


对 a E A, ga HRM PR: 


Qı 十 Q3 + Q4 | T16, T19 
Q2 + A3 + Q4 | T17, X18 


T12, T14 | Q3 + Q4 — Q5 | Te 


T11, T13 


T8, T9 


h 有 基 hy, ho, ha, ha, hs 使 得 


a(hj) = 6:3, 1<i,g9 <5. 
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因此 ， (4.4.1) 成 立 ， 设 D E€ Do. 因为 Dh) = 0, 所 以 Va E 
A, hEN, T Ega, 我 们 有 


[h, D(x)] = D({h, 2]) — [D(h), z] = a(h) D(z). 


这 意味 着 D(ga) C ga. 于 是 


D(z) = kya, + k2T2, 
D(z2) = hzi + lox2, 
D(z;) = kifi, 3 < 1 < 7. 
用 下 面 关 系 
EZE [zsa， zal] = [£2, [zs， Zell, 
[z7, [za, ral] = [zz，[zs，z6]]， 
可 得 
ky = 1, = 0, ly = ky. 
进而 ， 可 得 


D= ad(kıhı + kha + kh3 + kaha + kshs) € adg. 


因此 g 是 非 极 大 秩 的 可 解 完 备 李 代数 . 从 dim gu =2 GH, g 
不 满足 定理 3 中 条 件 (3). o 
ERA FK TI AR E E E RR A R G ARARRS ERR D 
类 ,而 后 者 的 分 类 有 赖 于 Kac-Moody 代数 . 我 们 将 在 下 章 讨 论 . 
但 是 ,总 的 说 来 ， 可 解 完备 李 代数 的 研究 远 远 没有 完成 ， 甚 至 
可 说 仅仅 是 开始 ， 仍 有 许多 问题 有 待 发 气 ， 解 决 . 
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第 五 章 ”完备 李 代数 的 者 干 问题 


完备 李 代数 理论 近年 虽然 有 一 些 进 展 ， 但 是 其 发 展 仍然 是 不 
充分 的 . 至 今 仍 有 许多 问题 需要 解决 . 我 们 在 这 一 章 中 提出 一 些 问 
题 ， 这 些 问 题 多 多 少 少 已 有 一 些 讨论 ， 其 实 ， 还 有 许多 问题 至 今 尚 
未 开始 研究 ， 或 者 基本 没有 研究 ， 这 些 就 更 值得 去 探讨 了 . 


§5.1 完备 李 代数 的 Killing 型 与 极 大 环 面 


前 面 已 经 知道 完备 李 代 数 的 Killing 型 一 般 说 来 是 退化 的 ， 因 
而 其 价值 就 不 如 半 单 李 代 数 的 Killing W. 但 在 本 节 中 我 们 将 看 到 
完备 李 代数 的 Killing 型 在 其 极 大 环 面 上 的 限制 是 非 退 化 的 ， 而 且 
利用 这 种 非 退 化 性 可 以 给 出 完备 李 代数 为 单 完备 李 代数 的 一 个 条 
件 ， 本 节 所 讨论 的 李 代数 均 为 有 限 维 复 李 代数 . 

定义 1 如 果 李 代数 g 的 子 代数 t 中 任何 元 素 都 是 半 单 的 ， 
即 ada (x € t) 是 g 的 半 单 线性 变换 ， 则 称 t 是 g 的 环 面子 代 
BR, 又 若 任 何 真 包含 t 的 子 代数 不 是 环 面子 代数 ， 则 称 tA 极 大 
环 面子 代数 . 

引 理 1 环 面子 代数 是 交换 李 代 数 . 

证 设 t 是 g 的 环 面子 代数 ，ZeEet adz 在 t 上 的 限制 记 
A adiz. Ry Et 是 adtz 的 属于 特征 值 和 的 特征 向 量 ， 故 有 


[z， y] = Ay 或 ly, z] = —AXy. 
因为 adty 是 半 单 的 ， 故 有 


k 
c=) t; ly, zi] = wir. 


i=1 
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“ieg mt, wi A uy. 于 是 


k 
—Ay = 5y Hifi. 
i=1 


注意 到 y 是 ady 的 属于 0 的 特征 向 量 ， 于 是 
k= 1, A= Hı = 0. 


BD t 是 交换 的 . 口 
定理 2 Rg 是 完备 李 代 数 ， 并 有 如 (2.4.6) 的 分 解 : 


g=sta+n, 


AF, s r=a+n, n 分 别 为 g 的 Levi FRM, RE, RAR 
零 理 想 ， 又 设 是 5 的 Cartan 子 代 数 . 则 有 以 下 结果 . 
(1) t=b+a Æ g 的 环 面子 代数 , 且 g 对 t 的 根子 空间 分 
RRA 
g= go +Y ga, (5.1.1) 


acA 


其 中 人 A Ct \ (0), 


go = {x € gllt, r] = 0, Vt € t}, 
Go = {x € g|[t, x] = a(t)z, Vt € t}. 


(2) tÆ g 的 极 大 环 面子 代数 . 

(3) A 线性 生成 长. 

(4) g 的 Kiling WE t LERE (ti, tz) 是 非 退化 的 . 

证 (1) 因为 和 a 中 的 元 素 都 是 半 单 的 ,又 它们 可 换 ， 故 
9 的 环 面子 代数 .进而 g 有 分 解 (5.1.1). 

(2) Rt BO 的 环 面子 代数 ， 且 ti Dt, TE 


t 是 


tC t © golt), 
go =t+goNn. 
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又 gomn $RAHARSH, Ww t=t. Akt 是 g 的 极 大 环 面 
子 代数 . 

(3) SLAB A ERK E Hem, # L(A) Zt, w 
有 t Et,t 关 0, 使 得 


a(t) = 0, va E€ A, 


于 是 上 E C(g), 矛盾 .于 是 3) RY. 
(4) 由 (5.1.1), X tE t, adt 满足 


adt(£a) = a(t)£a, Ta € Ga, Q E€ A. 


于 是 有 g 的 唯一 的 线性 变换 T 满足 


T (tq) = aza Za E Ga, AEA, (5.1.2) 


这 里 a(t) 是 a(t) HIPS He. BH 


(a + A)(t) = a(t) + B(t) = a(t) + b(t), 


再 由 
[go, ga] = ga+p, 
易 证 7 
T € Derg = adg. 
因为 
Tadz = adz z € t, 
于 是 有 上 Et 使 得 7 
adt = T. (5.1.3) 
#tet, #0, 由 结论 (3) MA AEA, 使 得 a(t) 40, 因此 
tradtadt = 5 dim gg3(t)G(t) > 0. (5.1.4) 


BEA 
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即 g 的 Killing 型 在 t 的 限制 是 非 退 化 的 . 口 


从 上 面 的 证 明知 ， 对 上 et 由 (5.1.2) 确定 唯一 的 上 Et. 因 
此 ， 我 们 得 到 七 到 自身 的 映射 T: 


r(t) =#, vtet. (5.1.5) 
定理 3 ”完备 李 代数 g 的 极 大 环 面子 代数 t 的 映射 7 满足 以 


下 条 件 . 
(1) 了 是 七 的 半 对 合 , 即 有 


T* = id; 
T(ty + t2) = (tı) 十 T(t), th, to € t; (5.1.6) 


to ={t € tlr) =t} 
={t € tla(t) ER, Ya € A} 


是 实 线性 空间 ， 与 有 相同 的 维 数 ( 称 为 人 的 实 形式 ), 且 g 的 
Killing 型 在 to 上 的 限制 是 正定 的 . 
(3) pet 有 了 唯一 的 Et 使 得 
u(t) = (ty, t), vt € t, 
而 且 有 
tav = tp + tv, tku = ktu, 


ta E b, Ya E A. 
(4) t 的 子 集 


to = {u € t"|u(to) € R, Vt € to} 
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是 实 线性 空间 ， 可 视 为 to 的 对 偶 空 间 ， 且 
AC {. 


证 (1) 与 (2) 可 由 直接 计算 与 (5.1.2) 得 到 . 
在 to FRE ti, t2,.…., tn. 则 


T = (ti, t;)) 


是 正定 矩阵 ， 因 而 可 逆 . 对 u ct, k 


mi H(ti) 
ma _ rT- plt) 
mn y(t) 


a% 


ty 一 3 Miti, 
i=1 


则 
(tut) = ult), tet. 
HF Q(ti) € R, 故 ta € to. (3) 的 其 余 结论 是 显然 的 
从 (1), (2) 及 (3) 可 得 (4). z 
由 此 定理 ， 我 们 可 以 将 C 与 t 等 同 起 来 ， 即 将 uet St, 
等 同 ， 而 且 有 
(a, a) > 0, Ya EA. (5.1.7) 


引 理 4 设 A = A, UA, 使 得 (Ai, A) = 0. 又 若 
aE A, BEA, WatGA0H at+GEAa. 
证 #a+G=0, We (5.1.7), 
0 = (a, B) = (a, -ay < 0. 
这 是 矛盾 . 
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# a +8 € Ali, Æ (5.1.7), 
0= (a+ 8, 8) = (8, 8) >0 


也 是 了 矛盾 . 
KP, at PCA, 也 产生 矛盾 .于 是 引 理 成 立 . 
引 理 5 R 
t = a ker 8, tg = N ker q. 
BEAZ aeEAla 
则 有 以 下 结论. 


(2) 车 a€Ai,BeA2, 则 
[ga, 9a] = Iti; 9a] = [go te] = 0. 
证 WA (Ai, A2) = 0, 所 以 
L(A) = L(A1)+L(A2). 


于 是 (1) 成 立 . 
从 引 理 4 Rt, 1=1,2 的 定义 可 得 (2). 


口 


引 理 6 #g, (1=1,2) X ti 5 ga (a € Ai) 生成 的 子 


RK. 则 有 下 面 结论 . 
(1) [91, 92] = 0. 
(2) gi 与 g 都 是 理想 . 
(3) C(gı +892) =0. 
(4) ging, =0. 
证 (1) 从 引 理 5 的 (2) 可 立即 得 到 ， 显 然 


[go; t] = 0, 
19o， Sal C Ga, Q € A, 
9 = go + gı + g2. 


. 98 - 


于 是 (2) 成 立 . 
注意 到 go C n, 故 adgo HEFTAR. i C (gi 十 g2) #0, 
由 Engel 定理 
Ccre+oa)(go) # 0. 
然而 ， 左 边 是 在 C(g) =O 中 ， 得 到 矛盾 ， 故 (3) 成 立 . 
(4) 可 由 (3) 及 下 面 事实 


91M ge C C(gi + ge) 


得 到 . o 
由 §2.4, [s+ a, n] 生成 的 子 代 数 ul Z-*+ESBA. 
引 理 7 u = (ui gi) (uN gy). 
证 注意 到 


t+ 》 ga C gi © ge. 


caEA 


故 
s+aC gi ® gp. 


因为 gi 四 go 是 理想 ， 并 包含 [5 十 a， n], & 
uy C gi D Ge. 
hon 是 gi Ooo MRARSHM. WA 
(1) w= (gyNn) @(g2Nn). 
(2) uy C von. 


注意 到 [S+a, u] 生成 u. 于 是 由 (2), [s+a, n] 也 生成 
Uy, 再 由 (1), 


u = (u N g1) @ (ur N go). 口 


m=s+a, 
Uo = Deru, T(x) = adz|u, x €g. 
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在 82.4 中 是 将 Uo 记 为 Uy. 回忆 在 该 节 我 们 证 明了 
r(a+C,(m)) = Cu,(r(m)). (5.1.8) 
引 理 8 4 
U; = Der(u, N gi;), ¿= 1, 2. 


(1) Cu, (T(m)) = Cu, (7(m)) @ Cy,(t(m)). 
(2) Cn(m) = £ ®t, 其 中 


ti = (Cn(m) N Cy(g2)), 
f2 = (Cn(m) N Colg1)). 


证 因为 (5.1.8) 及 wung: 是 理想 , 在 Cu,(7T(m)) FARA, 
故 (1) 成 立 . 
从 (1) 有 


Cn(m) = (Cn(m) N Colni N gi)) B (Cn(m) N Celm N g2)). 
由 引 理 6 之 (3), C(gi) = (0). 由 [37] 的 2.4 知 
Cy((mM gi) + (u1 N g:)) = Co(gi), i = 1, 2. 
于 是 结论 (2) 成 立 . 口 
定理 9 设 g 是 一 个 完备 李 代 数 ，t 是 g 的 一 个 极 大 环 面子 


代数 ， 公 是 get 的 非 零 根系 ，(, ) 为 g 的 Killing 型 在 t 
上 的 限制 . g 为 非 单 完 备 李 代数 当 且 仅 当 A 满足 


A= AiUA,, Ai 关内 
(Ay, A2) = 0. 


iE Rk g 是 完备 的 ， 但 非 单 完备 的 . FRA 
9 一 gl p 92, 


- 100 - 


这 里 gi 关 0, i = 1, 2, and gi 也 是 完备 的 . wt (相应 tz) 
是 g (相应 go) 的 极 大 环 面子 代数 ， Al (相应 A2) 是 gi (相应 
g2) 对 ty (相应 to) 的 非 零 根 的 集合 . Ht = 0 af Ai = ġ, N 
C(gi) #0, 故 C(g) #0. 因而 


t AO0OBA;49,7=1, 2. 


wHt=t, t. 则 A=A,UA, E (Ay, Ao) = 0. 
反之 ， 设 8 是 完备 的 ， 且 入 有 上 述 分 解 ， 则 


g = m + Calm) + wu, 


Ca(m) = e, + b 


和 
m+ © gi + ge. 
于 是 
g = (gi + 1) + (g2 + t2). 
由 引 理 6 与 引 理 8, 


[gi +, g2 + t] = 0. 
因此 (gi +t) mn (go + bo) 包含 在 C(g) 中 ， 必 为 (0), 所 以 
g = (g1 + €1) (g2 + t2). 
g 是 非 单 完备 的 . 口 
85.2 ”完备 李 代 数 与 Kac-Moody 代数 
本 节 主 要 讨论 完备 李 代数 与 Kac-Moody 代数 的 一 些 关系 . 

首先 证 明 Kac-Moody 代数 及 其 抛物 子 代数 是 完备 李 代 数 当 且 仅 
当 此 代数 对 应 的 矩阵 是 非 退 化 的 .此 结果 对 广义 Kac-Moody ft 
数 也 是 成 立 的 ， 其 次 讨论 极 大 秩 可 解 完 备 李 代数 . 
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定义 1 k A= (ai;) € Z, 如 果 满 足 
(1) aii = 2; 
(2) iAg mt, aij < 0; 
(3) ai; =0 当 且 仅 当 aji = 0, 
则 称 A 是 一 个 广义 Cartan 和 矩阵 ， 简 记 为 GCM. 
比 广义 Cartan 矩阵 更 一 般 的 是 下 面 的 广义 的 “广义 Cartan 
矩阵 ”. 
定义 2 设 和 = (ai;) ER", 如 果 满足 
(1) aii =2 ®& aii < 0; 
(2) Æji, a; <0, 而 且 当 Qi; = 2m, aij EZ; 
(3) aij =0 当 且 仅 当 aj; =0, 
则 称 A 是 一 个 广义 的 GCM, 简 记 为 GGCM. 
所 谓 A 的 一 个 实现 是 一 个 三 重 系 


(b, H, O“), 
IT = {a;, Qe, tt, On}, 
TY = {a}, ay, a) ay}, 


其 中 l= rankA, h 是 2n-l 维 复线 性 空间 ， TY 是 日 的 线性 
无 关 向 量 组 ， 到 是 RAS” 的 线性 无 关 向 量 组 ， 且 


la, G) = aij, Lijn. 


如 果 A 是 广义 Cartan 矩阵 ， 则 可 定义 Kac-Moody 代数 
(A). 此 代数 有 如 下 根子 空间 分 解 


A)=0+ >》 ga. 


acA 
Kac-Moody 代数 g(A) 由 Cartan 子 代数 日 及 Chevalley 生 
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RT er fis 1 <i<n) Em, A 


[ei, Jl 5 Šai, 1<, J 57; 
[h, h'| = h, h' ER; 
[h, e] = a (he; l<i<n; 
[h, f= -of LSisn; 
(ade;) “e; #0, — (ade;)'"*e; = 0; 
(adfi) “fi#¥0, (adfi) “fi=0. 
# A 是 GGCM, 则 仍 可 定义 广义 Kac-Moody 代数 ( 见 
[44]) g(A), 满足 (5.2.1) 中 除 后 两 条 性 质 (因为 一 Qij 不 一 定 是 
非 负 整数 0) 之 外 的 其 他 性 质 . 
此 外 ,无论 是 Kac-Moody 代数 ， 或 是 广义 Kac-Moody ft 
数 对 于 BA)， 下 面 关 系 成 立 ， 


A = A UAL, 
g(A) =g (A) +5, 
A)Nh= X Cay, 


C(g(A)) = C(a'(A)) 
= {h e€ blai(h) =0, 1 <i <n}, 
dim C(g(A)) =n-—. 


(5.2.1) 


定义 3 WT HTH 
Hi = {ai,, Qin) ar) ai, } 


Khe (l<isn) R fy lS 7 <k) ERK gA) 子 代数 
A g(A) 的 广义 抛物 子 代数 , 记 为 pr, (A). 

ES, P(A) 称 为 gA) 的 广义 Borel 子 代数 , 记 为 b(A). 
par(A) = g(A). 

定理 1 g(A) 及 其 广义 抛物 子 代数 ， Borel 子 代数 为 完备 
李 代数 当 且 仅 当 det A #0. 
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证 因为 det A #0, M pr (4A) 满足 83. PAE (1)~(4), 
pr, (A) 是 完备 李 代数 . 
反之 , # det A #0, 则 1 < m， 于 是 
C(p,(A)) = C(g(A)) 4 (0). 


故 pr, (A) 不 是 完备 李 代数 . 口 
定理 2 若 det4=0, 则 jpr(4) 的 外 导 子 存在 . 
证 po, (A) 对 日 有 根子 空间 分 解 


pi, (A) 二 日 十 5 Ba, 


aEA1 


其 中 Al D AY. 于 是 bm (A) 有 子 空 间 的 直 和 分 解 ， 


pan, (A )=ab Co DDE: 


acii 
其 中 
aCh, dima=n-l. 

于 是 0 与 C(pn,(A)) WW. Ve € Hom(a, C(pr, (A))) 可 定 
X pr, (A) 的 线性 变换 Dy WE: 

D,(a) = pla), a€; 

D,(x) = 0, ZEy CaY+ È ga. 

i=1 


a€Al 
容易 证 明 Ds 是 pr (A) 的 外 导 子 . 口 
下 面 我 们 讨论 极 大 秩 可 解 Lie 代数 与 Kac-Moody 代数 之 间 
的 关系 . 
BS, 是 n 个 文字 的 对 称 群 ,对 E SL, 将 o 作用 于 In 的 
行 上 ， 所 得 矩阵 记 为 To, BI 


T, = > Eat) is 
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Et, Eig 的 元 素 满足 
ent, Li; = Ok i01j. 


(1) TT;, = Ty, Vo,7T€ Sn; 

(2) TL=T,.=T;', Yo € Sp; 

(3) ento o T AT, = ent; jA. 

定义 4 BtnMAKA, BRA Sn 等 价 的 , 车 有 0 € Sn 
使 得 

B=T,AT. 

BR, HA, BES, 等 价 的 广义 Cartan HM, Mere 
定 的 Kac-Moody 代数 是 同 构 的 . 

设 n 是 秩 为 n DRAKE Lie Rg, b 为 n 上 的 极 大 环 
面 ，{Z1，X2， t, Za} 是 -msg Ste M = {Qj, ae, t, Qn} 
相对 应 ， 因 为 n EREK, I r, rj, 14 3, da; € Z 使 得 


(adzi “+£; 关 0, (adz) tir; = 0. 


显然 aij =0 当 且 仅 当 aj = 0. 再 设 auii 二 2,， 1<icn. 则 
A = (aij) 是 一 个 广义 Cartan 和 矩阵 . 

定理 3 Rn ERKAN HRARRBS Lie Rg, Mon 在 Sa 
等 价 意义 下 决定 唯一 一 个 广义 Cartan 矩阵 . 

证 ”我 们 只 要 证 明 此 广义 Cartan 和 矩阵 与 极 大 环 面 及 其 对 应 
的 极 小 生成 元 组 的 选取 无 关 . 

when 上 的 极 大 环 面 ， 于 是 有 


n= > na- 


aca 


设 Ti, T2, °°, Tn 与 Yi, Y2, "°°, Yn 都 是 h-msg, 因而 L(x, 
LQ, 755 Ln) 与 L(y, V2， Yn) 都 是 和 n/(n, n| 同 构 的 b 
模 ， 设 它们 的 权 系 为 


IT = {ay, Qe, tt; An}. 
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注意 到 dimna; =1, 因而 有 0 € Sn, 使 得 
Yi = Ao), 1S t <n. 


FÆ Ti, To, t, En MY, Yo, ts Yn 决定 的 广义 Cartan 
矩阵 是 Sn 等 价 的 . 
又 设 bi 与 ba 都 是 n 上 极 大 环 面 ， 由 定理 2.4.9 知 有 04 E 
Autn, 使 得 
ho = 0h, 07". 


若 Ti, T2, nm 是 hi-msg, 则 0(z1), 0(7z2), a) O(rn) 是 

bo-msg. n 决定 的 广义 Cartan 矩阵 与 m 上 的 极 大 环 面 选取 无 

关 . 口 

设 极 大 秩 军 零 李 代数 n 的 赛 零 度 为 p (Bn?! £0, 而 nz = 

0), 对 应 的 广义 Cartan 矩阵 为 A, 由 A 生成 的 Kac- «Moody 代 
数 g(A) 有 分 解 : 


g(A) = p 十 n+ 十 n-， 


其 中 
nr = ` Ba- 
ae Ay 
ny 由 €i, €2, t, Cn 生成 ， 生 成 关系 为 
(adei) "se; # 0, (adei)! "se; = 0. 
于 是 有 


Imax{ 一 ai + 1} < p. 


如 果 dim g(A) < œ, 则 p<pA, XE pa 是 g(A) 的 最 高 根 的 

高 度 ， 以 lol 表示 Ay 中 元 素 a 的 高 度 ， 注意 到 DO ga 是 n+ 
lal>p 

的 理想 ，n 对 其 的 商 代数 记 为 m (A)R m. dw Hn, Fm 

的 自然 同 态 ， 则 m 由 T(ei) =e (1 <i<n) 生成 .容易 证 明 下 

面 的 结论 . 
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(1) m hE p, 对 应 的 广义 Cartan 矩阵 为 A 的 
极 大 秩 寡 零 李 代数 ， mA n+ 的 阶 化 诱导 的 阶 化 ; 

(2) 对 o€5,, 存在 5 E Autm 使 得 Ge; = Eoi 当 且 仅 当 
o(A) =A, 

(3) n 是 m 的 同 态 像 , 即 有 am 使 得 n 与 m/a 同 构 , 而 
且 a 是 m 的 齐 次 理想 ，m? 1 Yq,1 关 7 时 ，(ad6i) we; ¢ a. 

(4) 令 


Sn(A) = {5 € Autm|o(A) = A}, 


和 
工 = 五 (4) = {a am}, 
其 中 a 满足 (3) 中 条 件 . M TE SA) 下 不 变 . 
定理 4 BERRAREE p 的 对 应 广义 Cartan 矩阵 为 
A 的 极 大 秩 舌 零 李 代数 的 可 解 完 备 李 代数 的 同 构 类 与 五 (4) 在 
S n(A) 作用 下 的 轨道 有 一 一 对 应 . 
证 由 $4.3 45 [42] 中 定理 5.10 可 得 此 定理 . 口 


85.3 AA RRS REN CHER 


本 节 我 们 给 出 寡 零 根基 为 交换 李 代数 的 完备 李 代 数 的 分 类 定 
理 . 

设 

G=statn 

是 一 个 有 限 维 复 完备 李 代 数 ， 其 中 t+ 二 a 十 n,n 是 g Het, ¥ 
FRE, m=sta 是 约 化 李 代 数 . 

在 本 节 中 总 是 假定 n 是 交换 的 .于 是 了 是 5 模 ， 如 同 以 前 ， 
令 tn 是 非 平凡 5 子 模 的 和 ， to 为 平凡 5 FEH. 

又 n 是 完全 可 约 m 模 ， 分 别 以 Un 与 up 表示 非 平 凡 m 子 
模 的 和 与 平凡 m 子 模 的 和 . 

引 理 1 假设 g Mb, A fn, n] = (0). 则 有 以 下 结果 . 

(1) aC to, tn Cn. 
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(2) n=t,+(toMn). 

(3) up = (0), u, =n. 

(4) 9 的 寡 零 根基 与 nil 根基 相同 ， 均 为 n. 

证 (1) 由 于 [s, a] = (0), tn = [5, at+n] = |s, n] Cn, 


故 (1) 成 立 . 

(2) ”由 s- 模 的 完全 可 约 性 及 (1) 知 (2) 成 立 . 

(3) m [m, uo] = (0), [n, uo] = (0) & C(g) = (0) 4% (3) 
成 立 . 


(4) 从 (3) 知 n=tm = [m, n], mi 


[gr =[m+n, n+a] 
= [m, n] + Ín, a] 
= [m, n] 
=n. 
因而 (4) 成 立 . 口 


引 理 2 假设 g mt, A (n, n| = (0). 再 令 


al = Cal(tn), 
a2 = C,(n N to). 


则 有 以 下 结果 . 
(1) a= m+az. 
(2) gı =ait+(nNto) 与 g =Stagtn yw g 的 理想 . 
(3) g=91 ® pə. 
证 1) 由 定理 2.4.2 知 


[a, tn] € tn, 
[a, to Nn] CtoNn. 
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Laca. A Ar, A» € Endg 满足 


A ) = 0,4, ZT E M+ tn 
17) = fa, x],%4, FENN to; 


— J O04, LES+ to; 
A(z) = { la, z], 当 ， T E to. (5.3.2) 


容易 证 明 ， Ai, A € Derg = adg. X g 是 完备 的 ， 故 有 唯一 的 
a1, az € g 使 得 adal = Aj, adaz = Az. BR ada = A, + Ad, 
Fë a= a +a: 再 由 


(5.3.1) 


[ai, a] = A;(a)=0, 1= 1, 2. 


Ay, A 都 是 半 单 线性 变换 ， 故 a1，a2 €a. 从 (5.3.1), (5.3.2) 
S, ai Em, i=l, 2. X a Na C Clg) = (0). 故此 (1) 成 
X. 


(2) ”由 定理 2.4.2 及 n 为 理想 知 


[to, gi] CnMto C gi, 


又 

[s, gı] = (0). 
因此 gl 是 g 的 理想 ， 不 难 证 明 

92 = C,(g1). 


于 是 g2 为 g 的 理想 . (2) 成 立 . 
(3) 很 显然 我 们 有 g = g1 十 g2 及 g1 门 g2 = (0). 因此 (3) 
成 立 . 口 
推论 假定 如 上 ， 则 
n= Cro (tn), 
g2 = 5 + tn + C(t). 


只 要 注意 到 to = a+ (nN ro), 就 可 得 此 推论 . 口 
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从 上 面 的 讨论 我 们 可 以 看 到 , 带 有 交换 容 零 根基 的 完备 李 代 数 
g 分 为 91 与 Go 两 部 分 ,这 两 部 分 的 窜 零 根基 仍然 是 交换 的 ， 但 
前 者 是 极 大 秩 的 可 解 完备 李 代数 ， 后 者 的 寡 零 根基 是 Levi 子 代数 
的 非 平凡 的 不 可 约 子 表示 的 直 和 ， 即 


n = t, = [5,t] = |s, nl. 


定理 3 设 g 是 可 解 完备 李 代 数 ， 且 其 寡 零 根基 交换 ， 则 g 
为 2 维 单 完备 李 代 数 的 直 和 和. 
证 由 于 gaf, ik 


g = ain. 
Mn 交换 ， 故 Dern = gi(n). n 上 的 极 大 环 面 a 是 gin) 的 
Cartan 子 代数 ， 因 此 定理 成 立 . 口 
定理 4 设 


gi 二 $i 十 qs 十 Wi， i=1, 2 


是 两 个 带 有 交换 寡 零 根基 的 完备 李 代 数 . 则 gy 与 go 同 构 当 且 仅 
4 s, 与 s: A, A s Bon, 与 so n 同 构 . 
证 ”这 是 定理 2.4.9 的 直接 结果 . 0 
推论 Kg ERAZKRREFRE rn 的 完备 李 代 数 , 且 fr =n. 
n 作为 s- 模 有 不 可 约 子 模 分 解 如 下 : 


n= ty +t g+ ve +t. 


则 


dima = t. 
iE ”由 本 定理 知 所 有 带 有 交换 宕 零 根基 的 完备 李 代 数 均 可 用 
83.5 的 方法 造 出 ， 因 此 推论 成 立 . 口 
定理 5 设 
g = stain 


是 非 单 的 单 完 备 李 代数 ， n 是 不 可 约 5 模 ， 则 有 以 下 结果 . 
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(1) [n, n] = (0). 


(2) dima=1. 
证 因为 n BES, MA 
(0) Cn Cn. 
nD, n 都 是 5 模 ， 再 由 n 的 不 可 约 性 得 nt = (0). 即 (1) 成 
立 ， 进 而 (2) 成 立 . 口 
定理 6 设 E 
g = s+a+n 


是 带 有 交换 寡 零 根基 的 完备 李 代 数 ， 而 且 满足 [5, n] = n; 5 BH 
李 代 数 . 则 g 是 单 完 备 李 代数 . 
iE ik 8 有 理想 直 和 分 解 : 


g= 91 ® g2. 


HF s 为 单 李 代数 , 故 在 而 且 仅 在 g 与 92 中 之 一 .不妨 设 5 C gi. 
于 是 
n= [s, n] C gı- 


因此 g: 与 g IW, go= (0). 故此 g 是 单 完备 的 . 口 
注 证 明 中 并 未 用 到 n 的 交换 性 . 


85.4 完备 李 代 数 与 Heisenberg 代数 


本 节 我 们 讨论 Heisenberg 代数 与 完备 李 代数 的 一 些 关系 . 在 
83.5 P, 我 们 构造 的 完备 李 代 数 的 寡 零 根基 中 包含 有 Heisenberg 
代数 ， 但 当时 并 未 仔细 讨论 . 

设 H 是 一 个 Heisenberg 代数 ， 即 有 : 

[H, H] = C(H), dim C(H) = 1. 


设 cE C(H), c#0. FRA H 上 的 秩 为 dimH — 1 的 反 
对 称 双 线性 函数 yY 使 得 


[z, y] = y(x, y)c, Vz, y € H. (5.4.1) 
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由 此 可 知 
dimH — 1 = 2n, (5.4.2) 


是 偶数 ， 而 且 在 H 中 有 基 Ti, T2, °t, En, Y1, Ya, Yn, c 使 
§VI<ij,j<ncrEenH® 


v(x, zi) = PY. y) = pe, eT) =0, plr; yj) = ði; 
或 者 
[zi zj] = [yi, Yi] = [ce, zt] =0, [ei yj] = dijc. 
LW 表示 Y EE 11,22, tt, Ln, Yis Y2, ts Yn € FAJE 


阵 ， 则 
0 I, 0 
vV=|-l, 0 Of. 
0 0 0 


定理 1 设 H & Heisenberg RH. m DerH 是 单 完备 李 
代数 ， 并 有 以 下 分 解 : 


DerH = s+a+n, (5.4.3) 


这 里 5 ~ sp(2n，C), n = adH ~ H/Ce 是 不 可 约 s 模 ， 
dima = 1. 
证 DE gl(H) 满足 


D([z, y]) = [Dz, y] + [z, Dy] 


当 且 仅 当 

pa, y)De = (¥(Dz, y) + v(x, Dy))e. 
所 以 De = de. 我 们 仍 以 D 表示 其 在 基 Ti, T2, t, Tn, 
Yis Ya, t, Yn, C 下 的 矩阵 . D € DerH 当 且 仅 当 


AW = D'Y + WD. 
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于 是 


M N 0 
D={P -MI+A 0f, 


Bi Bə A 
这 里 N'=N, P' =P. 8 


M N 0 
5 一 P —M' 0 
0 0 0 


a=Ch, 这 里 Ip = diag(In In 2), 


0 0 0 
n = 0 0 0 . 
B, By 0 


由 此 容易 得 知 (5.4.3) 成 立 ， 于 是 DerH 是 完备 李 代数 ， 再 由 5 
是 单 李 代 数 ，n 是 单 5 模 ， 于 是 DerH 是 单 完 备 李 代数 ， 于 是 定 
理 成 立 . 口 

推论 设 VV 是 由 Zi,X2,… ,Zn; YY2，,"… Yn 生成 的 天 的 
Ft], WV 是 5 模 县 ad 是 Y 到 mi 的 模 同 构 上 映射 . 

这 是 很 明显 的 事实 . 

定理 2 Heisenberg 代数 H 的 全 形 C 的 中 心 为 零 , 但 不 是 
完备 李 代 数 . 

if Heisenberg 代数 H 的 全 形 人 有 空间 直 和 和 分解: 


N' =N, “中 


L = DerH+H 
= DerH+V+Ce 
=sta+n+V+Cc. 
由 于 VV 与 n 是 单 李 代数 5 HBR, B 
{a, Cc] = Cc, 
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FEL WPA. 
定义 上 的 线性 变换 Do 满足 如 下 条 件 : 


0, # ZE DerH; 
Dolz) = 4 2c, 车 人 =; 
27 一 adx， 若 ZTEV. 


由 于 H 是 上 的 理想 ， 而 
D(H) ZH, 


故 Do 不 可 能 是 CMA SF. 
设 
a; = D; + adz; + v; + kic, i= 1, 2, 


其 中 Di €s +a, zv €V, kki € C. 于 是 有 和 EC 使 得 


[Di, c] = Di(c) = àc, i= 1, 2. 


此 时 
lai, a2] 
= [Di, Da} + ad( D: 22) 一 ad( D221) 
+Dyv2 一 Dor, + AoC, 
其 中 


Xo = Aika 一 Mk1 + (v1, v2) + Y(21, v2) — Y(z2, 01). 
于 是 
Do{(a1, aa]) 一 2D v2 一 ad(Divo) 一 2D2v1 十 ad( D2v1) 十 2 和》Xoc. 


- 114. 


另 一 方面 ， 不 难 求 得 


[Do(@1), az] 
= —2Dv; + ad( D2) 
+(w(v1, v2) — 2A2k1 — 24(22, v1))C; 
lai, Do(a2)] 
= 2D1v2 — ad( Div2) 
+(w (v1, v2) + 2Ark2 + 2Y)(21, U2) Je. 


因此 
Do{[a1, @2]) = [Dolai), az) + la, Do(a2)]. 
因而 Do 是 L 的 外 导 子 ， 故 人 不 是 完备 李 代 数 . 口 
令 

U, = {2z — adz|z € V}, 

U, = {adz|z € V}, 

u= Ui 十 Us 十 Cc, 

m=s+4a. 
于 是 

L = mhu. 
而 且 
[m, u] = u, 


[u, u] = C(u) = Ce. 


不 难看 出 ， m 是 约 化 李 代数 ， U1, U2 是 同 构 的 单 5 模 ， 也 是 同 
构 的 单 m 模 ， Cc 是 lsi, 因而 是 平凡 的 ; 但 Cc 是 非 平凡 
的 1 维 m 模 .还 可 得 到 4 是 4 十 1 维 的 Heisenberg 代数 ， 它 
既是 LURERE, the nil 根基 . 
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由 于 Do 是 上 的 导 子 , 故 可 定义 Cl 二 人 十 CDo HERR 
mi 二 m 十 CDo 是 其 约 化 子 代数 .，u 既是 L KERRE, E 
是 nil RÆ. Ui, U2 是 不 同 构 的 单 m 模 . 再 从 s 是 单 李 代数 ， 
可 以 得 到 Ci 是 单 完备 李 代数 . 

定理 3 Heisenberg 代数 H HEB L 的 导 子 代数 Derl 
是 单 完 备 李 代 数 . 

证 ”如 能 证 明 

DerL = Li, (5.4.4) 


则 由 上 面 的 讨论 ， 知 定理 成 立 . 设 bo 为 5 的 Cartan 子 代数 ， 则 
-H=bo+a 
为 人 的 Cartan 子 代数 . RL b 的 根子 空间 分 解 为 
C=b+》 La, 


acA 


则 


dim La = | ak 2. 
而 且 
dim La = 2, 
当 且 仅 当 有 i 使 得 
La = L(x;, adz;), (5.4.5) 


即 由 z; adz; 生成 的 子 空间 . 
下 面 分 几 步 证 明 (5.4.4). 
(1) #hAEeEbH 


a(h) = 0, Va € A, 


wW h = 0. 
因为 ， 此 时 h € C(L) = (0). 
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(2) 设 DE Derl. Wale L, 使 得 
(D — adl)(h) G b. 
FXE, RAE, 而 
D(h) =h +$ yalh), 


aca 
HAE, Yalh) € La. # Ya(h) #0, 因为 
(A, hi] =0, Vhy € b, 
所 以 我 们 有 
a(hi)Yalh) = a(h)yalhı); a € A, h, hy eh 


取 hi 使 得 a(hi) 关 0, W a(h) £0. 取 


Ta = alh te) 
而 且 
yolh) = ahs) val 
= a(h;)xrq. 
因此 


这 里 Zu 5 h EX. &l=—-S ra, 则 
aca 


(D — adl)(h) € b. 
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(3) 设 DeDerL. 则 
D(b) Sb 
当 且 仅 当 D(h) = (0). 此 时 还 有 
D(La) C La, Ya € A. 
事实 上 , Mae A, Ta E La, Ta #0, $ 


D ea = hy + X yp, 
BEA 


这 里 hi €b, yg E Lp, LEA. 于 是 


a(h)(hi + > ys) = a(Dh)za +X B(h)yp. 


Bea Bea 


所 以 
a(Dh) =0, Va €A. 


因此 D(h) = 0, D(za) = Ya- 
(4) # De DerL, A D(b) = (0). WH ho € bo, 使 得 


(D — adho)(m) = (0); 
(D — adhg)(Cc) C Ce; 
(D — adho)(u) C u. 


由 (3) 有 
D(s) = (0); D(Cc) € Ce; D(u) Cu. 


于 是 Di, 是 单 李 代数 5 WSF, 又 D(bo) = (0), 于 是 有 ho E€ bo 
使 得 D-adho 满足 所 述 性 质 . 
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(5) #% Dé Derl, E D(m) = (0). WA 
D(x) = àz + Agada, TEV; 
D(adz) = pada, rev. 


因为 D(m) = (0), 所 以 D(V) 和 D(n) 是 同 构 的 单 m 模 ， 
于 是 D(V) 和 Din) 是 平凡 的 ， 或 者 是 与 V 同 构 的 单 m 模 ， 再 
由 (5.4.5), 可 得 


D(z) =Ayx+Aadr, «EV: 
D(adx) = pz + pads, «eV. 


于 是 
0=D(ladz，ady]) 
= [wir 十 Hadz，adg] + [adz, my + pady] 
= 2p1y (7, Ye, Vr,y E V. 

因而 ja = 0. 


(6) 设 D € Derl, HE D(m) = (0), 


D(x) = àz, LEV; 
D(adz) = padz, re V. 


w A =p, D = Al E Ly. 
在 等 式 
|z, y] = ladz, 4] 
的 两 边 以 D 作用 ， 得 
2》yW(zZ,y)c = (ut A)Y(z, y)e. 


由 此 知 (6) 成 立 . 
(T) 最后， 证 明 (5.4.4) 成 立 ， 显 然 


Lı C DerC. 
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ti D, € DerL, 从 LTTE H, 有 Dı € adL, E4 D = 
D, 一 D: 满足 (5) PRE. 于 是 


(D + A2Do)(x) = (Al 十 2X2)7， 
(D + à2Do (adz) = = padr : 


Hi (6), 有 
D+ ào Do = ply € Ly. 


所 以 (5.4.4) noe. w DerL 是 单 完 备 李 代数 . 
85.5 实 完 备 李 代 数 


do EXER. RASS go 的 复 化 
go = {e+ Vlylz, y € go} 
中 定义 
[zi + V-ly, ro V—1y2] 
= [z1, z2] ~ [yn yo) + V—A(ly. re] + fra. y2) 


容易 证 明 OS 是 一 个 复 李 代数 ， 而 且 它 在 go 上 与 原来 的 全 代数 结 
构 一 致 ， 称 为 go 的 复 化 . 

反之 ， # GRMARK, MARKEY, Ug? 表示 之 
如 果 存 在 gE 的 子 代 数 go 使 得 


go =g, 


MAK go 是 g 的 一 个 RER. 
定义 1 设 go 是 复 李 代数 g 的 实 形式 ， 即 


g = {z+ VvV-lylz,y € go. 


g 中 由 
alz + vV—ly) = r — y-ly 
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定义 的 映射 0 称 为 由 go 决定 的 HH. 
BR, o 满足 下 面 四 个 条 件 . 


(2) a(z +y) = a(z) + oly); 
(3) olar) = āo(r); 
(4) o({x, yl) =[o(z), oly), 
Vr, yEgacCaka Hikes kX. 
定义 2 复 李 代数 g 中 一 个 到 自身 的 映射 o， 若 满足 条 件 
(1)~ (4), WHA g 的 一 个 半 对 含 . 
S21 ARERR g 有 一 个 半 对 合 o, W 


g = {zlo(z) = x} 


是 g 的 一 个 实 形式 ， 而 且 由 go REMEHMRE 0. 
证 ”由 于 对 任何 £, y € go, A, HER, 有 o(Art+ py) = 
Ax + py € go R a([z, yl) = [o(x), o(y)] = |z, y] € go, K 
此 go 是 一 个 实 李 代 数 . 
其 次 ， 证 明 
8 = go + V—lgo. 
go N V —1go = (0). 


事实 上 ， Vz E g, 有 


o(o(z) +2) = 0o(z)+2z, 


o(—V-1(z ~ o(z))) = ~V-1(z — o(2)). 
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即 
g= Got V—1Qo. 


RH xe go nV 一 1go, 则 由 s E V—Igo, 存在 Lo € go 使 得 
r= V-lzo. £ € go, 则 olz) = £. Xo E€ go, W a(x) = 
olv 一 lzo) = —y— lro = —2. i r = 0. 
由 此 知 go 是 g 的 实 形式 ， 显 然 go REKREA O 
不 难看 出 ， 


V~1go = {x € glo(x) = —2}. 


定理 2 实 李 代数 go AE, ENAERE g 完备 . 

证 设 o 是 g 对 go HHH. 显然 adgo 的 复 化 恰 为 adg. 

其 次 ,车 Xx €E C(go), W [z，g] = 0. 因而 C(go) 的 复 化 在 
C(g) 中 . 反之 , 设 ZEC(g), 于 是 [rc(z)，g] = 0. 又 


1 1 
= (2 +o(z)) + v-iz —o(z)). 


Sai 
显然 


1 1 
3(7 + a(z)), 1 — o(z)) € C(go). 


于 是 C(go) 的 复 化 为 C(g). 
BK, go 的 导 子 ， 可 自然 地 扩充 为 g 的 线性 变换 ， 而 且 容 易 
证 明 扩 充 后 为 g 的 导 子 . RZ, 设 D 是 8g 的 导 子 ， $ 


1 
2V 一 1 


容易 验证 0Dio = D; (i = 1,2), £ € go. 


1 
D, = 5(P + a Do), D, = (D — o Do). 
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因此 Di 在 Go 上 限制 为 其 线性 变换 ， 由 
oDo((z, yl) = [oDo(z). y] + [r. eDoly)), 
可 将 Di 视 为 go WET. 注意 到 
D = D,+V-1Ds. 


于 是 D 在 Dergo 的 复 化 中 . 
综合 上 面 讨 论 ， 可 得 


(adgo) = adg; 
(C(g0))° = C(g): 
(Dergo)? = Derg. 


因而 go 3%, SHRM 9 完备 . 口 
定理 3 ” 若 实 完备 他 代数 go 的 复 化 g 是 单 完备 的 ， 则 go 也 
是 单 完备 的 . 
证 只 要 注意 到 ， (1) 一 个 实 李 代数 可 分 解 为 非 平 凡 理想 之 
和 ， 则 其 复 化 也 可 分 解 为 非 平凡 理想 之 和 ; (2) 单 完 备 李 代数 是 不 
可 分 解 的 ， 因 此 定理 成 立 . 口 
注 ” 一般， 车 g RMF LAKH, ERP 的 扩 域 . 则 可 视 


E @r g 


为 上 的 李 代 数 . 可 以 证 明 g 完备 , SAMS E LERA E&F 8 
完备 ; 而 有 全， 当 后 者 为 单 完 备 李 代数 时 ， 前 者 必 为 单 完备 李 代数 . 

引 理 4 设 g 是 实 李 代数 go 的 复 化 ， o AWAARA, X 
g1 为 g 的 子 代 数 (理想 ), 且 满足 


o(g1) C gi. 


则 
(go g)° = pı, 
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H go mg 是 go 的 子 代数 (理想). 
(go Ng) C gi. 


rEg, 于 是 0(ZX) eg. 容易 验证 


Sle +o(z)), al ~ 0(7)) € (go 78). 


FH ee (go 门 9)*. 因此 
(go Ng)” = gs. 


可 直接 证 明 go ng 是 go 的 子 代数 (理想 ). 口 

引 理 5 Kg 是 实 李 代数 go WEW, 0 AM WMH. WA 
以 下 结果 : 

(1) adc(z) = oadzo. 

(2) oDo € Derg, VD € Derg. 

(3) gı 为 g 的 子 代数 (理想 )， 则 olg) 也 是 g 的 子 代数 
(理想 ). 

证 (1) 因为 


[o(z), o(y)] = cz， yl}, 


所 以 (1) 成 立 . 
(2) Vz,yég,0,8€C, H 


aDo(az + By) = a(oDo(z)) + Plo Do(y)), 
oDollz, y}) = [oDol(z), y+ [x, eDo(y)]. 


于 是 (2) 成 立 . 
(3) 注意 到 o(g1) 是 g 的 子 空间 ， 再 由 


lo(x), o(y)] = of{z, y)), 


124 - 


及 
[z, o(y)] = o([o(z), yl) 


知 olg)  g 的 子 代 数 (理想 ). 口 
定理 6 设 实 单 完 备 李 代数 go 的 复 化 9 不 是 单 完备 的 ， 又 
0 为 g XAM. 


g = 91 Dolgi), 


其 中 g, 0(91) 都 是 单 完 备 的 . 
证 “因为 g 是 完备 ， 但 不 是 单 完 备 的 ， 于 是 有 真 单 完备 理想 
gi: 由 引 理 4, o(g1) 也 是 理想 . 不 难 证 明 


C(o(gi)) = o(C (g1), 
ado(gi) = o(adg;)o, 
Dero (gi1) = o(Dergi)o, 
o(g1) 不 可 分 解 . 


因此 o(gi) 也 是 g 的 单 完备 理想 . 由 完备 李 代 数 分 解 唯一 性 定理 ， 
知 


91 = o(g1), 
或 
gı N a(gı) = (0). 
若 为 前 者 ， 则 goN gi 是 go 的 真 完 备 理想 ， 这 与 go 是 单 完 备 的 
矛盾 .因而 只 能 是 后 者 ， 此 时 


goN (gı + (g1)) 


是 go 的 完备 理想 ， 故 为 go. 于 是 定理 成 立 . o 
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